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PREFATA

Aceasta carte reprezinta un Curs despre Teoria Geometrica a Curbelor si Suprafetelor,
adresat in principal studentilor din anul I de la facultatile tehnice. Scopul acestui curs
este de a-i initia pe viitorii ingineri in tainele geometriei curbelor si suprafetelor, atat
de necesara formarii unei culturi tehnice solide. Din acest motiv, s-a incercat ca mate-
rialul prezentat sa aiba un puternic caracter didactic fara a se neglija insa rigurozitatea
matematica specifica stiintelor exacte.

Actualul mod de prezentare al cartii imbina experienta universitara a autorilor menti-
onati in bibliografie cu experienta proprie a autorului, dobandita de-a lungul mai multor
ani de predare la catedra. Din aceasta perspectiva, consideram ca modul de prezentare a
materiei, precum si multitudinea si varietatea exemplelor folosite, asigura prezentei carti
un grad destul de mare de independenta si sinteza in raport cu bibliografia existenta.

In aceast3 carte notiunile matematice sunt introduse gradual, pornindu-se de la studiul
geometriei conicelor si cuadricelor (prin intermediul reducerii la forma canonica a unei
forme patratice prin metoda valorilor proprii) gi continudndu-se cu expunerea generald
a geometriei diferentiale a curbelor gi suprafetelor. In cadrul geometriei diferentiale a
curbelor si suprafetelor sunt prezentate principalele entitdti geometrice (cum ar fi curbura
si torsiunea unei curbe in spatiu sau curburile principale, Gauss si medie ale unei suprafete)
care caracterizeaza forma locala a unei curbe sau suprafete. Din considerente didactice,
fiecare Capitol al cartii este structurat pe Sectiuni, dupa cum urmeaza:

1. expunerea detaliata si riguroasa a Elementelor de Teorie, cu demonstratii, exemple
si contraexemple;

2. prezentarea unui set corespunzator de Probleme Rezolvate, necesar unei mai bune
intelegeri a conceptelor teoretice studiate;

3. finalizarea expunerii printr-o lista de Probleme Propuse, cu Indicatii si Raspunsuri.

Pentru simplificarea expunerii notiunilor, autorul a utilizat identificarea naturala a
unor spatii, pornindu-se de la ideea ca spatiul R" este modelul standard de spatiu vectorial
euclidian de dimensiune n. Totodata, pentru a se evita supraincarcarea si a se fluentiza
exprimarea, limbajul si notatiile sunt uneori simplificate, autorul considerand ca cititorul
intelege din context sensul corect al notiunii sau formulei expuse.

In final, pentru o mai frumoass perspectivi asupra continutului de ansamblu al aces-
tei carti, am dori sa reamintim cititorului ca, din punct de vedere etimologic, cuvantul
"geometrie" isi are obarsia in limba greaca < gr. ge — paméant, metron — masura >,
ceea ce s-ar traduce prin "masurdtorile pamantului". In consecints, reamintim i faptul
(cunoscut publicului larg) ca geometria ca stiinta este ramura matematicii care studiaza
formele si proprietatile masurabile ale figurilor plane si spatiale.

Consgtient de faptul ca materialul de fata poate suporta imbunatatiri, autorul acestuia
aduce multumiri anticipate tuturor cititorilor care vor avea de facut critici sau sugestii
legate de acesta.

Autorul, 2013
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1. CONICE

Conicele sau curbele algebrice de grad doi reprezinta o clasa de curbe plane cu proprietati
remarcabile, intalnite in aplicatii din diverse domenii. Acestea sunt caracterizate, intr-un
reper cartezian ortonormat din planul FEs, printr-o ecuatie de forma

I':g(z,y) =0,

unde functia g(z,y) este o functie polinomiald de grad doi in nedeterminatele x si y. Din
punct de vedere geometric, in acest capitol vom demostra ca o conica nu poate reprezenta
in plan decat una dintre urmatoarele figuri geometrice: elipsa, in particular cerc, hiperbola,
parabola, reuniune de drepte paralele, confundate sau concurente, un punct sau multimea
wida.

1.1 Conice pe ecuatii reduse

Vom prezenta in aceasta sectiune caracterizarile algebrice si principalele proprietati geo-
metrice ale elipselor, in particular cercurilor, hiperbolelor si parabolelor, studiate in repere
carteziene ortonormate alese convenabil, dupa fiecare caz in parte. Fixdm pentru inceput
reperul ortonormat

R ={0si,j}
in planul bidimensional al geometriei euclidiene F5, adica fixam in Es un sistem ortogonal
de axe (coordonate) zOy.

1.1.1 Cercul

Definitia 1.1.2 Se numeste cerc de centru C(xq,yo) §t de razda r > 0 mullimea (C) a
punctelor din plan M(x,y) care verifica relatia

d(M,C) =r.

Observatia 1.1.3 Este evident ca multimea punctelor din plan M (z,y) care apartin cer-
cului (C) de centru C(xo,y0) §i de raza r > 0 satisface ecuatia de grad doi

(C): (x—x0)* + (y — y0)* =17

numita ecuatia carteziand implicitd a cercului de centru C(zg,y)) st de razd
r > 0.

Dezvoltand patratele in ecuatia carteziand implicitd a cercului (C), obtinem ecuatia
(C): 2* +y* — 2wox — 2oy + 25 +yg — 1r° = 0,

CONICE .



care ne sugereaza studiul geometric al ecuatiei de gradul doi (ecuatie de conicd) de forma
[:a?+y?+ 2+ 2by + ¢ =0,
unde a, b, c € R. Deoarece ecuatia conicei I' se transcrie sub forma
L (z+a)+(y+b)?=p,
unde p = a? + b% — ¢, rezultd ci avem urmitoarele situatii:

1. Dacd p > 0, atunci multimea I" este un cerc de centru C(zg, o), unde zo = —a,
Yo = —b, si de raza r = |/p;

2. Dacd p =0, atunci I' = {(—a, —b)};

3. Dacd p < 0, atunci I' = {(}.

Definitia 1.1.4 FEcuatia
22 4+ %+ 2ax 4+ 2by + ¢ =0,

unde
a>+b*—c>0,

se numeste ecuatia cartezianda generala a cerculus.

1.1.2 Elipsa

Definitia 1.1.3 Locul geometric al punctelor din plan a caror suma a distantelor la doua
puncte fixe Fy si Fy este constanta se numeste elipsa.

Daci alegem Oy un sistem de axe ortogonal preferential, astfel incat Fi(—c,0) si
F5(c,0), unde ¢ > 0, atunci multimea punctelor din plan M (z,y) cu proprietatea

MF1+MF2 = 2&,

unde a > 0, este caracterizata algebric de ecuatia
(B) /(x4 ) +y2+1/(z — ) + 42 = 2a.

In aceasta ecuatie, trecdnd al doilea termen din stdnga in membrul drept si ridicand de
doua ori consecutiv la patrat, obtinem, in urma calculelor, urmatoarea ecuatie carteziana

redusa a elipsei:
2?2

unde b = va? — 2.
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red
B Mgy
A5 0 H )4 x
2 2
x=-2 B’ x=L
c c
Elipsa (FE)

In cazul elipsei (£), descrisa prin ecuatia carteziand redusd de mai sus, intalnim ur-
matoarele notiuni uzuale:

1. Punctele Fi(—c,0) si F5(c,0) se numesc focarele elipsei (E);

2. Segmentele OA = a si OB = b se numesc semiaxa mare $i semiaxa mica ale elipsei
(E) si reprezinta azele de simetrie ale elipsei (E);

3. Punctele A(a,0), A'(—a,0), B(b,0) si B'(—b,0) se numesc vdrfurile elipsei (E);

4. Punctul O(0,0) se numeste centrul de simetrie al elipsei (F);

2

a
5. Dreptele z = £— se numesc directoarele elipsei (E);
c

c _—
6. Numarul real e = — < 1 se numeste excentricitatea elipsei (E).
a

Observatia 1.1.4 Elipsa (E) poate fi gandita gi ca locul geometric al punctelor din plan
M (z,y) care verifica una dintre relatiile:

ME <1 M, <1
———=c¢ sau ———— =¢€
d(M, Dy) d(M, Dy) |
2 a2
unde Dy : x = —— gi Dy : x = — reprezinta directoarele elipsei (E).
c c

Observatia 1.1.5 Daca in ecuatia elipsei (E) luam
a=b=1r>0,

atunci elipsa (E) devine un cerc (C) centrat in originea O(0,0) i de raza r. FEcuatia
acestui cerc (C') este exprimata prin

(C): 2® +y* =12

Deoarece egalitatea a = b implica ¢ = 0, rezulta ca focarele Fy(—c,0) gi Fy(c,0) ale
cercului (C) se suprapun si coincid cu centrul O(0,0) al cercului (C). Mai mult, prin
definitie, admitem ca excentricitatea cercului (C') este

c
e=-=0.
r
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1.1.3 Hiperbola

Definitia 1.1.4 Locul geometric al punctelor din plan pentru care valoarea absolutd a
diferentei distantelor la douda puncte fize Fy si Fy este constanta se numegte hiperbola.

Daci alegem Oy un sistem de axe ortogonal preferential, astfel incat Fi(—c,0) si
F5(c,0), unde ¢ > 0, atunci multimea punctelor din plan M (z,y) cu proprietatea

‘MFl - MFQ‘ = 2(1,,

unde a > 0, este caracterizata algebric de ecuatia

() : '\/<x+c>2+y2 et

In aceasta ecuatie, ridicAnd de doua ori consecutiv la patrat si reducdnd termenii aseme-
nea, obtinem, in urma calculelor, urmatoarea ecuatie carteziana redusa a hiperbolei:

= 2a.

2 2
) y
(H) : E_ﬁ_l’
unde b = v/c2 — a2.
40’

Hiperbola (H)

In cazul hiperbolei (H), descrisa prin ecuatia carteziana redusa de mai sus, intalnim
urmatoarele notiuni uzuale:

1. Punctele Fi(—c,0) si F5(c,0) se numesc focarele hiperbolei (H);
2. Axele Oz gi Oy se numesc azxele de simetrie ale hiperbolei (H);
3. Punctele A(a,0) si A'(—a,0) se numesc vdrfurile hiperbolei (H);

4. Punctul O(0,0) se numeste centrul de simetrie al hiperbolei (H);

b
5. Dreptele y = +—x se numesc asimptotele hiperbolei (H);
a

2

6. Dreptele x = :I:a— se numesc directoarele hiperbolei (H);
c
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c
7. Numarul real e = — > 1 se numeste excentricitatea hiperbolei (H).
a

Observatia 1.1.5 Hiperbola (H) poate fi gandita si ca locul geometric al punctelor din
plan M (z,y) care verifica una dintre relatiile:

ME, > 1 b > 1
———=c¢ saqu ———— =¢€
d(M, Dy) d(M, Dy) |
2 a2
unde Dy : x = —— gi Dy : x = — reprezinta directoarele hiperbolei (H).
c c

1.1.4 Parabola

Definitia 1.1.5 Locul geometric al punctelor din plan egal departate de un punct fix F'
§i o dreapta fixa A se numeste parabola.

>

Daca alegem xOy un sistem de axe ortogonal preferential, astfel incat F' (g,O) si

A:x= —g, unde p > 0, atunci multimea punctelor din plan M (z,y) cu proprietatea
MF =d(M,A)

este caracterizata algebric de ecuatia

-l g ey

Ridicand aceasta ecuatie la patrat si reducand termenii asemenea, obtinem, in urma
calculelor, urmatoarea ecuatie carteziana redusa a paraboler:

(P) : y* = 2pu.

My

"y

F(§ 0

Parabola (P)

In cazul parabolei (P), descrisd prin ecuatia carteziand redusid de mai sus, intalnim
urmatoarele notiuni uzuale:

1. Punctul F' (]—2), 0) se numeste focarul parabolei (P);

CONICE PE ECUATII REDUSE 11



2. Axa Ox se numeste aza de simetrie a parabolei (P);

3. Punctul O(0,0) se numeste vdrful parabolei (P);

4. Dreapta A : z = —g se numegte directoarea parabolei (P).

Observatia 1.1.6 Excentricitatea parabolei (P) poate fi gandita ca raportul constant:

__MF__|
“TanrA)

1.1.5 Reuniuni de drepte, punct si multime vida

Definitia 1.1.6 Conica (DC) C Es de ecuatie

unde a,b > 0, se numeste reuniune de drepte concurente.

Definitia 1.1.7 Conica (DP) C Es de ecuatie
(DP) :2* —a* =0,
unde a > 0, se numeste reuniune de drepte paralele.

Definitia 1.1.8 Conica (D) C Es de ecuatie
(D) :2*=0
se numeste reuniune de drepte confundate.

Definitia 1.1.9 Conica (PCT) C E, de ecuatie

332 y2
(PCT): — + 5 =0,

unde a,b > 0, se numeste punct.

Definitia 1.1.10 Conica (V') C Ey de ecuatie

LU2 y2
(V) ——0—?4-1_0

unde a,b > 0, se numeste multimea vida.
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1.2 Conice pe ecuatie generald

Sa consideram spatiul bidimensional al geometriei euclidiene plane Es in care am fixat un
reper cartezian ortogonal

R ={0;14, 5},
adicd am fixat un sistem ortogonal de axe (coordonate) zOy.

Definitia 1.2.1 Multimea punctelor din plan M(x,y) ale caror coordonate verifici o re-
latie polinomiala de forma
I':g(z,y) =0,
unde
g(x, y) = a11x2 + 2&121@ + a22y2 + 2&131’ + 2&23?/ + ass,

coeficientii reali
Qij € R, \V/’l,]:m,

verificand relatia
2 2 2
all + a12 + a22 7& O,

se numeste conica.

1.3 Invariantii metrici A\, 0 si I ai unei conice

Pentru inceput este important sa subliniem faptul ca dacd unui punct din plan
M(z,y) € Ey
ii atagdm coordonatele omogene in spatiu
M (xq, 9, x3) € E3

legate prin relatiile
T i)

r=—81Yy=—,
X3 X3

unde x3 # 0, atunci expresia ecuatiei unei conice
I':g(z,y) =0
devine expresia echivalentd a anularii unei forme patratice
Q:R*—=R
definita prin
Q(.’L‘) = CLH.T? + 2@121‘11’2 + CLQQ.’L% + 2@131‘11‘3 + 2&231‘2.@3 + a33x§,

unde = = (1, 2, T3).

CONICE PE ECUATIE GENERALA 13



Definitia 1.3.1 Matricea simetrica

o aip Qiz2 a4z
A= a12 Q22 G23
@13 Q23 433

a formei patratice () se numeste matricea conicer I' in sistemul ortogonal de axe
x0y.

Definitia 1.3.2 Numerele reale

aix a2 Q13

ai; a2
A=]a ap a3 |, 0=

st I = aq1 + ag
a1z Q22

@13 Q23 Q33

se numesc tnvariantii metrict ai conicei I

Vom demonstra in continuare ca invariantii metrici A, ¢ si I nu isi modifica valoarea
in urma efectuarii unei translatii sau a unei transformari ortogonale de coordonate.

1.3.1 Invarianta lui A, ¢ si I la translatii

Sa consideram ca C'(xg, 1) este un punct arbitrar din planul geometriei euclidiene F,. Este
evident ci translatia sistemului de axe xOy in sistemul de axe 2'Cy/, translatie definita

()-(5)-(2)

este echivalenta cu o transformare de coordonate omogene definita prin

T 1 0 =z x)
2 | =10 1 yo Ty
T3 00 1 xh

Atunci, efectuand o translatie ca mai sus, deducem ca expresia ecuatiei conicei

I':g(x,y)=0

devine expresia echivalenta a anularii formei patratice

Q:R*—=R
definita prin
0
Q) = an(x)*+ 20107, 7 + ag(zh)* + a—i(xg, Yo)Ty Ty +
0
5, (0 0)ehh + g0, 30) (25)°

unde o’ = (2}, 24, 24) iar

dg . Og

%(%7 Yo) = 2(a1179 + a12y0 + a13) si 8_y(x0’ Yo) = 2(a1270 + a2y + as3).

14 CONICE



Definitia 1.3.2 Matricea simetrica

., ai a12 110 + a12Yo + 13
A= ai2 Q22 a12%0 + a22Yo + Q23
110 + A12Yo + A13  G12T0 + A22Yo + A23 9(xo,Yo)

a formei patratice Q) se numeste matricea conicet I' in sistemul ortogonal de axe
x'Cy.

Daca consideram acum numerele reale

ann ai2 a11To + a12Yo + a13
/
Al = aq2 a2 a12T0 + a22yo + a3 |,
a11To + a12Yo + a13  a12To + a22Yo + a3 9(z0,y0)
11 a2 .
o = si I' = a1 + ag,
Q12 Aa22

atunci putem demonstra urmatorul rezultat:
Teorema 1.3.3 Numerele reale A, 6, I si A, &', I' verifica egalitatile:
A=A, =0 saIl=1T.

Demonstratie. Egalititile § = §' si I = I’ sunt evidente. Pentru a demonstra egalitatea
A = A’ folosim proprietétile determinantilor. Astfel, dacd inmultim in determinantul A’
prima coloana cu (—zg) si a doua coloand cu (—yg) si rezultatele le adunam la ultima
coloana, obtinem ceea ce trebuia demonstrat. m

1.3.2 Invarianta lui A, § si I la transformari ortogonale

Este evident ca o transformare ortogonala de coordonate in plan definita prin
T :L,//
— B. :
unde B- "B = I, este echivalenta cu o transformare ortogonala de coordonate omogene
definita prin
0 1 .
T3 T3

Atunci, efectuand o transformare ortogonala de coordonate ca mai sus, deducem ca ex-
presia ecuatiei conicei

I':g(z,y)=0
devine expresia echivalentd a anularii formei patratice
Q:R*=R
definita prin
Q") = afy (1) + 2ay2 7y + aqy(25)? + 2ai32 x5 + 257577 + ags(25)?,

" __ " 7 "
unde 2" = (zf, 25, %).

INVARIANTII METRICI A, § $I I Al UNEI CONICE 15



Definitia 1.3.3 Matricea simetrica
" "
. ap Qi A3
_ " "
A = dfy ay ay
" "
(13 Qg3 QA3
a formei patratice () se numeste matricea conicer I' in sistemul ortogonal de axe
93”03/’.
Daca consideram acum numerele reale
" n" "
aj; Qg a3
n " " " "
A= ajy, a3y ay |, 0" =
" " "
(3 Qg3 033

1/ 1
ayp Qo
1

si I// — a// + a// )
a// a 3 11 22
12 22

atunci putem demonstra urmatorul rezultat:

Teorema 1.3.4 Numerele reale A, 6, I si A", 8", I" verifica egalitatile:
A=A, §=6 gil=1I"

Demonstratie. Vom demonstra mai intai ci avem 6 = 6" si I = I”. Pentru aceasta, fie
forma patratica
0:R* =R

definita prin

x
o(z,y) = an12” + 2a122y + any® = (z,y) - A- < ) )

Yy
ail Qa2
A= .
a1z Q22

In urma transformarii ortogonale de mai sus, forma patratica ¢ capata expresia

unde

"
p(a"y") = (2"y")- "B-A-B- ( :zj” ) '
Deoarece numerele reale ¢ si I caracterizeaza polinomul caracteristic
Pa(N) =det(A — M) = A2 — I\ + 6,

rezulta ca expresia acestuia este invarianta la o schimbare de baza (schimbare de coordo-
nate) data de relatia matriceald

A"="B.A-B.

In concluzie, avem
d=0"sI=1I".

Repetand rationamentul de mai sus pentru forma patratica
Q:R*=R
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definita prin
Q(SC) = ($1,$2,l’3) A T2 )

Zs3

deducem ca, in urma transformarii ortogonale omogene de mai sus, forma patratica @)
capata expresia

B 0\ — (B 0 71

Deoarece numarul real A caracterizeaza polinomul caracteristic
Pr(\) = det(A — M) = A* — JIA2 + Jod — A,

unde Ji,Jo € R, rezulta ca expresia acestuia este invarianta la o schimbare de baza
(schimbare de coordonate) data de relatia matriceald

v ("B 0\ = (B 0
(7))

A=A"

In concluzie, avem

1.4 Centrul unel conice

Fie conica I' : g(x,y) = 0, unde
9(x,y) = anx® + 20100y + any® + 20137 4 2053y + ass,
si fie C(z0, o) un punct arbitrar din planul geometriei euclidiene FE,.

Definitia 1.4.1 Punctul C(x,y0) se numeste centru al conicei I' daca este satisfacuta
urmatoarea afirmatie logica:

V P(z,y) €l = P'(2xg — z,2yo — y) € T.

Observatia 1.4.2 Din punct de vedere geometric, definitia anterioard arata ca punctul
C' este centrul unei conice I' daca pentru orice punct P de pe conica 1" simetricul sau fata
de punctul C' se afia tot pe conica I'. Din acest motiv, daca exista, centrul unei conice I’
se mat numeste i centrul de stmetrie al conicei I'.

Teorema 1.4.3 Punctul C(zo,yo) este centru al conicei I daca si numai daca

_g(fco yo) =0

or" 1170 + a12Yyo + a1z =0
P =

_g(;,;o yo) = 0 (1270 + ayo + azz = 0.
oy
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Demonstratie. Efectuénd translatia sistemului de axe xOy in sistemul de axe 'Oy,
unde O’ = C, translatie definita prin

xr =1+ x
y=9+ o,

0 0
[ :ap(2))? + 2a12"y + axn(y')? + a—i(xo, Yo)x' + a—z(fco, Y0)y' + g(xo,y0) = 0.

ecuatia conicei I' devine

(x;¥)
o] x
Centrul O' = C al conicei I

Evident, din definitia centrului unei conice deducem ca conditia ca noua origine
0'(0,0) = C(xg, yo)
a sistemului de axe 'Oy’ sa fie centru al conicei I" se reduce la verificarea afirmatiei logice
V P(a',y) el = P'(—2',—y) eT.
Aceasta conditie este echivalenta cu egalitatea

0 0
an (2')? + 2a122'y + ag(y')? — 8_5"(%’ Yo)x' — a_z(l“o, Yo)y' + 9(x0,90) =0

pentru orice punct P(z’,1y’) € I'. Prin scidere, rezulta ca

0 I 0 / I
a_ggj(llfo,yo)l' +a_g(x0>y0)y :Oa \V/P(Zlf,’y) el.

Deoarece punctul P(z’,y') € T' este arbitrar, rezultd ci

0 .0
a—i(fﬁo,yo) =0gi a—z(iﬁo,yo) = 0.
]

Observatia 1.4.4 Deoarece determinantul sistemului liniar

10
§a—i(fﬂo, Yo) = a11%o + a12Yo + a1z =0
10
58—5(3607 Yo) = Q12T + A22Yo + a3 =0
este
§— a11 a2
Q12 Aa22

rezulta ca urmatoarele afirmatii sunt adevarate:
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1. Daca 6§ # 0, atunci conica I : g(x,y) = 0 are un unic centru C(xo,yo) ale carui
coordonate sunt determinate de sistemul Cramer anterior. Vom demonstra in acest
capitol ca conicele cu centru sunt: cercul, elipsa, hiperbola, perechea de drepte
concurente, un punct si multimea vida.

2. Daca 6 = 0, atunci conica I' : g(z,y) = 0 ori nu are nici un centru, ori admite
o dreapta de centre. Vom demonstra in acest capitol ca conicele fara centru
sunt parabolele iar conicele cu o dreapta de centre sunt: perechile de drepte
paralele sau confundate si multimea vida.

1.5 Reducerea la forma canonica a conicelor cu centru

(6 7#0)

Sa consideram acum cd I' : g(x,y) = 0 este o conica cu centrul C'(xg,yp). Dupa cum am
observat in demonstratia teoremei precedente, efectudnd o translatie a sistemului de axe
xOy in sistemul de axe 2’0y, unde O = C| ecuatia conicei I' devine

T :an(z')? + 2a12'y + axn(y’)® + g(xo,y0) = 0.
S4 studiem in continuare forma patratica ¢ : R? — R definitd prin
p(a',y) = an(2)? + 2a102"y’ + ana(y')’.

Evident, matricea simetrica atagata formei patratice ¢ in baza canonica a spatiului vec-
torial euclidian gIR? este
ai; a2
A= .
12 A22

Atunci, conform metodei valorilor proprii de reducere la forma canonica a formelor pa-
tratice, existd un sistem de coordonate XO'Y in raport cu care forma patratica ¢ are
forma canonica
O(X,Y) = M X%+ Y2
unde \; si Ag sunt valorile proprii ale matricii A.
Evident, valorile proprii A; si Ay sunt solutiile ecuatiei caracteristice

a;p — A Q12

=0 N -I\+6=0,
Q12 age — A

unde 0 # 0.
Sa presupunem acum ca baza in care se obtine forma canonica a formei patratice ¢
este baza ortonormata formata din vectorii proprii

€= (£1,8,) 51 = (n1,1m,)

corespunzatori valorilor proprii A; si As. Atunci, transformarea de coordonate care reali-
zeazd forma canonica a formei patratice ¢ este data de relatia matriceala

(v)-(20)(F)
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unde matricea
R — ( 51 Uit )
§ 12
este ortogonala, adicd verifica relatia R - TR = Io.

1. Relatia matriceala R - TR = I, implica egalitatea det R = +1.

2. Dacd det R = 1, atunci trecerea de la sistemul de axe 2’0’y la sistemul de axe
XO'Y se realizeazi geometric printr-o rotatie. Directiile si sensurile noilor axe de
coordonate O’ X si O'Y sunt determinate de reprezentantii legati in punctul O’ = C'
ai vectorilor proprii ortonormati €; si €.

3. Daca det R = —1, atunci trecerea de la sistemul de axe 2’0’y la sistemul de axe
XO'Y serealizeazd geometric printr-o rotatie urmata de o simetrie. Din acest motiv,
in aplicatii vom renumerota, daca este cazul, valorile proprii A; si Ao si, implicit,
vectorii proprii ortonormati e; si €,, astfel incat det’ R = 1.

In urma rotatiei de mai sus (i.e. det R = 1), expresia ecuatiei conicei I devine

LA X2+ AY? + g(z0,10) = 0.

Evident, matricea conicei I' in sistemul de axe XO'Y este

. A O 0
A= 0 A 0
0 0 9(%7 yo)

Tinand cont de invarianta lui A si J la translatii si transformari ortogonale de coordonate,

deducem ca
A= (M- A2)-g(xo,0) 516 =XM1 Ao,

adica
A
9(3507 yo) = g

In concluzie, in urma unei roto-translatii convenabile, ecuatia conicei I' cu centrul in

punctul C(zo, yo) poate fi scrisa in forma canonica:

A
P:A1X2+)\2Y2+g:0.

Teorema 1.5.1 Daca D' : g(z,y) = 0 este o conica cu centrul in punctul C(zo,yo), atunci
conica I' poate reprezenta in plan una dintre urmdatoarele figuri geometrice: o elipsa, in
particular un cere, o hiperbola, o reuniune de drepte concurente, un punct sau
multimea vida.

Demonstratie. Tindnd cont de ecuatia canonica a conicei I' scrisa anterior si utilizand

notatiile
N NN
AT TV o

avem urmatoarele situatii posibile:

=Ml 8= V[,

20 CONICE



1. A#£0;

(a) 5>O:>)\1')\2>O:>)\1,)\2>08&11)\1,)\2<0;
i. Daca A\, A2 >0si A <0sau A\, Aa <0si A >0, atunci ecuatia canonica

a conicei I' poate fi pusa sub forma (elipsa)

Pt oy —1=0;

ii. Daca A\, A2 >0si A > 0sau A\, Ay <0si A <0, atunci ecuatia canonica
a conicei I' poate fi pusa sub forma (multimea vida)

2 2
I': —+§+1—0
(b) §<0=XA- A <0=X >0, A <0sau A <0, Ay > 0;

i. Daca \{ >0, \a <0si A <0Osau A; <0, Ay >0si A >0, atunci ecuatia
canonica a conicei I' poate fi pusa sub forma

Pig =5 +1=0;

ii. Daca \; >0, Aa <0si A>0sau ) <0, \y >0si A <0, atunci ecuatia
canonica a conicei I' poate fi pusa sub forma

In ambele cazuri suntem in prezenta unei hiperbole;
2. A =0;

(a) (5>0:>)\1-)\2>0:>)\1,)\2>Osau)\1,)\2<0;
In acest caz ecuatia canonica a conicei I' poate fi pusa sub forma

X2+ Y =0 X =Y =0.
In acest caz avem de-a face cu un punct care este exact centrul conicei C(zq, yo);

(b) 0 <0=XA-X<0= X >0, A2 <0sauA; <0, Ay > 0;
In acest caz ecuatia canonica a conicei I' poate fi pusa sub forma

?X? - BY? =04 (aX — BY)(aX + YY) =0.

In aceasta situatie avem de-a face cu reuniunea a doud drepte concurente D
si Dy descrise de ecuatiile

DlOéX—BY:O@DQOéX—'—BY:O
Punctul de intersectie al dreptelor D; si D5 este exact centrul conicei C'(xg, yo)-
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Corolarul 1.5.2 (Clasificarea conicelor cu centru) Sa consideram ca

I':g(z,y)=0

este o conica cu centru (6 # 0). Atunci, urmatoarea clasificare a conicelor cu centru este
adevarata:

1. pentru A # 0 avem:

(a) daca § <0, atunci conica I' este o hiperbola;
(b) daca § > 0, atunci avem:

i. daca I - A <0, atunct conica I' este o elipsa;

. daca I - A >0, atunci conica I' este o multimea vida;
2. pentru A =0 avem:

(a) daca § <0, atunci conica I' este o reuniune de drepte concurente;

(b) daca § > 0, atunci conica I' este o un punct.

Observatia 1.5.3 In cazul A #0 si 6 > 0 nu putem avea I - A = 0.

1.6 Reducerea la forma canonica a conicelor fara centru

(0 =0)

Fie ' : g(x,y) = 0, unde
g(x, y) = CL11£E'2 + 2&121@ + a22y2 + 2&131’ + 2&23?/ + ass,

o conica cu 0 = 0. Reaminitm ca, in acest caz, sistemul liniar

10
——i = a11T + a2y + a13 = 0

10g

55y ~ 27 + azy + azs =0

este ori incompatibil ori admite o infinitate de solutii. Cu alte cuvinte, conica I' ori nu
admite niciun centru de simetrie ori admite o dreapta de centre de simetrie.

Definitia 1.6.1 O conica ' : g(x,y) =0, unde 6 = 0, se numeste conicd fard centru.

Teorema 1.6.2 Daca I' : g(z,y) = 0 este o conica fara centru, atunci conica I' poate
reprezenta in plan una dintre urmatoarele figuri geometrice: o parabola, o reuniune de
drepte paralele sau confundate sau multimea vida.
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Demonstratie. Si consideram din nou forma pitraticd ¢ : R? — R definita prin
o(x,y) = anr® + 217y + agy?,

unde a?; + a3, + a3, # 0. Matricea formei pétratice ¢ in sistemul de coordonate Oy este
evident matricea simetrica
a1l a2
A= ,
a1z G2

unde det A = § = 0. Mai mult, valorile proprii A; si Ay ale matricii A sunt radacinile
ecuatiei caracteristice

ap; — A a12
Q12 aze — A

':0@)\2—”:0,

adica valorile proprii sunt A\; = 0 gi Ay = I # 0. Daca notam acum cu

€= (£1,62) st = (1,m2)

vectorii proprii ortonormati corespunzatori valorilor proprii Ay = 0 ¢i Ay = I # 0, si

efectuam rotatia
()= (2 0)(7)
Y S y )’
_ & )
R < §a Mo

det R =1,

unde matricea

verifica egalitatea

atunci ecuatia conicei I' se rescrie sub forma
. N2 / ! I r
F . I(y ) ‘I— 2(1;13:): _I_ 20@39 + a33 — 0
Evident, matricea conicei I' in sistemul de coordonate 2’Oy’ este matricea simetrica

/
_, 0 0 a3
— /
A = 0 I ay
!/ / /
(13 3 Q33
Deoarece trecerea de la sistemul de coordonate zOy la sistemul de coordonate 'Oy’ s-a
facut printr-o rotatie, deducem ca invariantul A are valoarea

A= _I(a’/13)27
adica avem
A
=
ay3 7

Vom considera in continuare urmatoarele cazuri posibile:
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1. Dacd A # 0, atunci a}; # 0. In aceast situatie, efectudm o translatie a sistemului
de axe 'Oy in sistemul de axe X CY, translatie definitd prin

=X+ x
y/:Y_I_yOa

unde punctul C(xg,yo) este ales astfel incat ecuatia conicei I' sa capete o forma cat
mai simpla. Deoarece efectuand o asemenea translatie ecuatia conicei I' se reduce
la ecuatia

D 1Y%+ 2055 X + 2(1yo + ahs)Y + Tyg + 2a330 + 2ah3y0 + a3 = 0,
determindm punctul C(zg, yo) impunénd conditiile

Iyo _I_ al23 — 0
Tyg + 2a) 330 + 2ah3y0 + a3 = 0.

Este evident ca acest sistem are o solutia unica

a
ne -t

Tys + 2alsy0 + ajs
Tog = —

!/
2a73
si deci ecuatia conicei I' se poate scrie sub forma canonica

I':Y?=2pX,

2a)5 A
) E Y
P i IE

Prin urmare, conica I este o parabola cu véarful in punctul C(xg, yo) $i axa de simetrie
CcX.

unde

2. Daca A =0, atunci aj; = 0. In aceastd situatie, ecuatia conicei I' se scrie sub forma
I':I(y)? + 2ahy + ajhy =0,

adicd avem de-a face cu o ecuatie polinomiald de gradul doi in 3. Fie k; si ko
radacinile reale sau complexe ale acestui polinom.

(a) Daca ki, ks € R si k1 # ko, atunci forma canonica a ecuatiei conicei I este

al 2 al al 2
(e ) e -

unde
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Efectuand atunci translatia

X=1a
a/
Y — ¢ + 28
si utilizand notatia
2
o [k
I? I’

expresia canonica a ecuatiei conicei I' devine
F:Y?- k=0 (Y —k)(Y +k)=0,

unde k£ # 0. Prin urmare, conica I' este reuniunea D, U Dy a doud drepte
paralele, unde
D1Y—]€:O§1D2Y—|—]€:O

(b) Daca ky = ko € R, atunci, dupa efectuarea translatiei definite la punctul 1.,
expresia canonica a ecuatiei conicei I' devine

[:Y?=0.
Prin urmare, conica I' este reuniunea D1 U Dy a doud drepte confundate, unde

D1:D2:Y:0.

(c¢) Daca ki, ke ¢ R, atunci, evident, ecuatia conicei I' caracterizeaza multimea
vida.

n
Corolarul 1.6.3 (Clasificarea conicelor fara centru) Sa consideram ca

I':g(x,y)=0

este o conica fara centru (0 = 0). Atunci, urmatoarea clasificare a conicelor fara centru
este adevarata:

1. Daca A # 0, atunci conica I' este o parabola;

2. Daca A = 0, atunci conica I" este o reuniune de drepte paralele sau confundate
sau multimea vida.

1.7 Clasificarea conicelor. Reprezentare grafica

Sa consideram ca I' : g(x,y) = 0, unde
g(x,y) = anx® + 2a122Yy + asoy® + 2a13x + 2a03y + ass, a?l + a?2 + a§2 #£0,
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este o conica gi sd presupunem ca A, § si I sunt invariantii metrici ai conicei I'.

Dupa cum am observat in sectiunile precedente invariantii metrici A, 6 si I ne dau
informatii in ceea ce priveste clasificarea conicei I'. Din aceasta perspectiva vom spune ca
invariantul A ne ofera informatii despre natura conicei I', in timp ce invariantul § ne ofera
informatii despre genul conicei I'. Atunci, pentru o mai clara sintetizare a rezultatelor
din sectiunile precedente, vom utiliza urmatoarea terminologie naturala:

1. Conica I" pentru care A # 0 (elipsa, hiperbola, parabola, multime vida) se numeste
conica nedegenerata.

2. Conica I" pentru care A = 0 (reuniune de drepte concurente sau paralele sau con-
fundate, un punct, multime vidd) se numeste conica degenerata.

3. Conica I" pentru care § > 0 (elipsd, un punct, multime vidd) se numeste conica de
tip eliptic.

4. Conica I" pentru care ¢ < 0 (hiperbola, reuniune de drepte concurente) se numeste
conica de tip hiperbolic.

5. Conica I" pentru care § = 0 (parabold, reuniune de drepte paralele sau confundate,
multime vidd) se numeste conica de tip parabolic.

In acest context, folosind invariantii metrici A, d si I ai unei conice I', suntem in
masura sa dam urmatoarea clasificare izometricd a conicelor:

1. Daca A # 0, atunci conica I este o conica nedegenerata;

(a) Dacd 0 > 0, atunci conica I" este:

i. o elipsa pentru IA < 0;
ii. multimea vida pentru IA > 0;

(b) Daca 6 = 0, atunci conica I" este o parabola;

(c) Daca 0 < 0, atunci conica I' este o hiperbola;
2. Daca A = 0, atunci conica I" este o conica degenerata;

(a) Dacd § > 0, atunci conica I" este o un punct;

(b) Daca 6 = 0, atunci conica I" este o reuniune de drepte paralele sau confundate
sau multimea vida;
(c) Daca 6 < 0, atunci conica I' este o reuniune de drepte concurente.

Mai mult, in urma studiilor facute in sectiunile precedente, putem scoate in evidenta
urmatorul

Algoritm de reprezentare grafica a conicei I'
-Metoda roto-translatiei-

1. Se precizeaza natura si genul conicei I' dupa valorile invariantilor metrici A, 0 si 1.
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2. Se asociaza conicei I' forma patraticd ¢ : R?> — R, definitd prin

o(zr,y) = a1 + 2a122Yy + as0y?,

[ D)
A=
a1z Q22

3. Se calculeaza valorile proprii A\; si A2 ale matricii A ca radacini ale ecuatiei carac-
teristice (ecuatia seculara)

si se scrie matricea simetrica

a formei patratice ¢.

a; — A Q12
Q12 azy — A

':O@AQ—DWL(S:O.

4. Se calculeaza subspatiile proprii

VM:{(:U,Z/)GR2 (alla;Al a22a1—2)\1)<§):(8)}
I/M:{(:v,:y)E]R2 (ana;Az a22a1—2A2)<§):(8)}

corespunzatoare valorilor proprii A\; si A2 ale matricii A.

5. Printr-o eventuala renumerotare, se aleg

E1 = (§1>€2) §1 E2 = (771>772)

vectorii proprii ortonormati corespunzatori valorilor proprii A; si Ay astfel incat

det R =1,

&1 ™ )

R = .
< §a Mo

(3) =)

in urma careia ecuatia conicei I' devine

unde

6. Se efectueaza rotatia

T Ai(2)? 4 Aa(y')? + 20150 + 2ahsy’ + a3 = 0,

unde al,, ay,y, as; € R.

7. Fortand factorii comuni \; gi Ay (daca este cazul) si restrangand patratele descom-
puse, se rescrie ecuatia conicei I' sub forma

T\ (2 4 20)* 4+ My +10)? +a=0,

unde xg, 4o, a € R.
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8. Se efectueaza translatia
X =2 4 xg
Y=y +w

si se scrie ecuatia canonica

LM X2+ Y2 4+a=0.

9. Se traseaza sistemul initial de axe zOy si se efectueaza rotatia acestuia in sistemul
de axe 2'Oy/. Directiile si sensurile axelor Oz’ si Oy’ coincid cu directiile si sensurile

vectorilor proprii ortonormati €; si €.

10. Se efectueaza translatia sistemului de axe x’Oy’ in sistemul de axe XCY, unde

punctul C' are coordonatele C(xg, yo).

11. Se reprezinta grafic ecuatia canonica de la punctul (8) in ultimul sistem de axe

XCY.

Observatia 1.7.1 In unele aplicatii vom folosi notatiile " = X siy’ =Y.

Observatia 1.7.2 Dacad a2 = 0, atunci algoritmul de mai sus incepe direct de la punctul

(7), adica se efectueaza doar o translatie.

Observatia 1.7.3 Daca a5 = abs = 0, atunci in algoritmul de mai sus se sar punctele

(7), (8) si (10), adica se efectueaza doar o rotatie.

Observatia 1.7.4 Daca in algoritmul de mai sus nu se sare nici un pas, atunci spunem

ca am aplicat metoda roto-translaties.

Exemplul 1.7.5 Sa se precizeze natura i genul conicei

[:52% + 8zy + 5y? — 18z — 18y + 9 = 0.

Mai mult, utilizind metoda roto-translatiei, sa se reduca ecuatia conicei I' la forma cano-

nica §i sa se reprezinte grafic conica I
Matricea conicei I' este matricea simetrica

B 5 4 -9
A= 4 5 -9
9 -9 9

Atunci, invariantiic metrict ai conicei I' sunt

5 4 -9 5 4
A=| 4 5 -9 :—817&0,5:‘4 5':9>0§z’I:10.
-9 -9 9
Deoarece avem
IA=-810<0

rezulta ca conica I' este o elipsa.
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Pentru a gast forma canonica a elipsei I' sa consideram forma patratica
o(z,y) = bz* + Sxy + 5¢°

a caret matrice este matricea simetrica

A:(jg).

Ecuatia caracteristica a matricii simetrice A este

5—A 4
4 5-=A

‘:0@A2—10A+9:0

st deci valorile proprii ale matricii stmetrice A sunt
)\1 =9 §Z )\2 =1.

Subspatiul propriu Vy, corespunzator valorii proprii \y =9 este

o= enem (3 4)(5)-(0))-

= {(z,y) eER’ | —z+y=0}=
= {(z,z) | z € R}

iar subspatiul propriu Vy, corespunzator valorii proprii Ao = 1 este

- feme () ()-())-

{(z,y) eR® |z +y=0} =
= {(-z,z) |z €eR}.

Niste vectori proprii ortonormati corespunzator: valorilor proprii A1 §i Aoy sunt

1
e =——=(1,1) sie; =

1
ﬁ<_17 1)7

R

det R = 1.

N

unde matricea

verifica relatia

Efectudnd acum rotatia

() =)= () -a G ) ()

y= 5 +1),
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ecuatia conicei I' se reduce la
I:9(2')% + (v)* —18V22 +9 = 0.
Prin formari de patrate perfecte, obtinem
92" —vV2)2+ ()2 —9=0.
Efectudnd acum translatia
X =a -2
Y=y,
ecuatia conicei I' se reduce la ecuatia canonica

X2 y?
F:9X2+Y2—9:O<:>F:T+?—1:O,
adica la ecuatia unei elipse.
Graficul elipsei I este reprezentat mai jos in sistemul de axe XCY', unde punctul C
are coordonatele

Ol =vV2,y =0) e Cr=1y=1).

Elipsa T’

Este evident ca elipsa I' are azele de simetrie D1 = CY si Dy = CX de ecuatii
Di:X=0s5Dy:Y =0
sau, la nivel de coordonate x' si 1y, de ecuatii
Di:2' —vV2=0gDy:y =0.

Deoarece avem relatiile

!/

— (x+y)

/

y = 7(—$ +9),

N
S-S

rezulta ca axele de simetrie Dy si Do ale elipsei I' au ecuatiile

Di:z+y—2=0sDy:y—x=0.
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Exemplul 1.7.6 Sa se precizeze natura si genul conicei
[:32% —day — 20 +4y — 3 =0.

Mai mult, utilizind metoda roto-translatiei, sa se reduca ecuatia conicei I' la forma cano-
nica §i sa se reprezinte grafic conica I
Matricea conicei I' este matricea simetrica

B 3 -2 -1

A= -2 0 2

-1 2 -3

Atunci, invariantiic metrict ai conicei I' sunt
3 -2 -1

A=|-2 0 2 :87&0,5:'
-1 2 -3

= —4<0gil=3,

3 =2
-2 0

adica conica I' este o hiperbola.
Pentru a gasi forma canonica a hiperbolei I' sa consideram forma patratica

p(z,y) = 32° — 4y
a carei matrice este matricea simetrica
3 =2
A_(_Z())
Ecuatia caracteristica a matricii simetrice A este

3—N =2 | 2 B
' L9 ) '—0(:))\ —32—4=0
§1 deci valorile proprii ale matricii simetrice A sunt
A =—1g A =4.

Subspatiul propriv Vy, corespunzator valorii propris \y = —1 este

o= {ewer|( 4 7)(5)-(0)]-

{(«T,y)ER2 ‘ —2$+y:0}:
= {(z,2z) |z €eR}

war subspatiul propriu Vy, corespunzator valorii proprii Ao = 4 este

Vi = %%weR2<i§:i)<§>:<8)}:

{(1,y) ER® |z +2y=0} =
= {(-2y,y) |y €eR}.

Niste vectori proprii ortonormati corespunzator: valorilor proprii A1 §i Aoy sunt

1
€1 =—(1,2) sie; =

1
\/5 ﬁ(z_l)a
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unde matricea .
1 2
Rz )

det R = —1.

verifica relatia

In acest context, renumerotam N| = \a, Xy = \; §i corespunzitor €, = ey, €, = €1, pentru

a obtine matricea de rotatie
1 2 1
[ —_—
Rz ),
unde

Efectudnd acum rotatia

()= ()= () -5(h2) ()

T = 20" + o
Jﬂ y')
< 1

- 2 ! ZE'/ ,

y ;y )

ecuatia conicei I' se reduce la
8 6
r 4$,2 N2 —$/+—/—3 0

()" = (¥) Ut Y

o)) e

Efectuind acum translatia

ecuatia conicei I' se reduce la ecuatia canonica

D:d(@")? - () -2=0T:

1
2
adica la ecuatia unei hiperbole.

Graficul hiperbolei I' este reprezentat mai jos in sistemul de axe x"Chy", unde punctul
C: are coordonatele

1 3
O o =—= =) eC(r=1y=1)
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Hiperbola T’

Este evident ca hiperbola I' are axele de simetrie D1 = Chy" si Dy = C12” de ecuatii
Dy :2"=0gDy:y" =0
sau, la nivel de coordonate x' si 1y, de ecuatii

1
D 2 ——==0sDy:y —

V5

3
— =0.
V5
Deoarece avem relatiile
(22 —y)

H<||H
t

Yy = ﬁ(l“ +2y),
rezulta ca axele de simetrie Dy i Do ale hiperbolei I' au ecuatiile
Dy :2x—y—1=0sDy:x+2y—3=0.
Mai mult, hiperbola T' admite asimptotele dy si dy (reprezentate punctat) de ecuatii
dio:y" = +22"

sau, la nivel de coordonate x' si 3y, de ecuatii

1
dy: =22+ — —==0gidy: 20" +9 —V5=

V5

sau, la niwel de coordonate x st vy, de ecuatii
di:—3x+4y—1=0gs1dy: 2 —1=0.
Exemplul 1.7.7 Sa se precizeze natura si genul conicei
[:92° — 6ry +y* + 202 = 0.

Mai mult, utilizind metoda roto-translatiei, sa se reduca ecuatia conicei I' la forma cano-
nica §i sa se reprezinte grafic conica I
Matricea conicei I' este matricea simetrica

B 9 -3 10
A= -3 1 0
10 0 0
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Atunci, invariantii metrici ai conicei I' sunt

9 -3 10 0 3
A=|-3 1 0 :—100#0,5:'_3 ) ':0@1:10,
10 0 0

adica conica I' este o parabola.
Pentru a gast forma canonica a parabolei I' sa consideram forma patratica

p(,y) = 92° — 6ry +y°
a carei matrice este matricea simetrica
9 -3
A_(_3]_)
Ecuatia caracteristica a matricii simetrice A este

9-X =3 | 2 B
‘ _3 1 ‘—O<:>)\ —10A=0
§t deci valorile proprii ale matricii simetrice A sunt

Subspatiul propriu Vy, corespunzator valorii propritc A\ = 0 este

V= %%wew (i f)(i):<8)}:

{(z,y) eR? | =3z +y=0}=
= {(z,3z) | x € R}

war subspatiul propriu Vy, corespunzator valorii proprit Ao = 10 este

v, = %%weR2<i§:S)<§>:<8)}:

= {(z,y) eR® |2 +3y=0} =
= {(=3y,9) |y eR}.

Niste vectori proprii ortonormati corespunzatori valorilor proprii Ay §t Ay sunt

1 1
e = —=(1,3) §i & = ——(—3,1),
a=ghd st =531

R (s 7)

detR =1.

unde matricea

verifica relatia

Efectudnd acum rotatia

()==(0) =) -m V)G ) e
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1 /

r=—=(2' -3y
\/ﬁ( y')

< 1
yZ\/—1—0(393/+?/)
ecuatia conicei I' se reduce la
/2 2 / 6 /
:10(y)* + y—0<:>F () + ——=2' — —y = 0.

v

Prin formari de patrate perfecte, obtinem

3\ 2 9
r:(y — + r——=0.
(y m) Vo 10

Efectudnd acum translatia

ecuatia conicer I' se reduce la ecuatia canonica

2 9
F . "\ 2 — _ // + =
(") 7" Ty
adica la ecuatia unei parabole.
Graficul parabolei I' este reprezentat mai jos in sistemul de axe "Cy”, unde punctul
C are coordonatele

0 = S __9 3
C(:c—O,y—\/m)<:>0<:c— V= 10)

Parabola T’

Este evident ca parabola I' are vdrful in punctul V' de coordonate

9 3 9 3
VI = 'm0 ) eV id=—y=—= e V| ro=—-=—y=-
( N_y ) ( 2v/10"” m) ( 20"/ 4)
§1 axa de simetrie D = C2” de ecuatie
D:y"=0
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sau, la nivel de coordonate x' si vy, de ecuatie

3
D:y - —=0.
ViT)
Deoarece avem relatiile
1
v = —=(v + 3y)

V10

1
Y = ——=(=3z+y),

V10

rezulta ca axa de simetrie D a parabolet I' are ecuatia

D:—3z+y—3=0.

1.8 Probleme rezolvate

36

1. Sa se scrie ecuatia cercului cu centrul pe dreapta

d:x—2y+1=0,

tangent axei Oz gi care trece prin punctul A(0,1).

Rezolvare. Sa presupunem ca cercul cautat are raza r > 0 si centrul C' de coordo-
nate («, 3). Ecuatia cercului este atunci

C:(r—a)l+(y—pB)>=r>~
Cercul C fiind tangent axei Ox de ecuatie y = 0, deducem ca
d(C,0x) = |p| =r.
Deoarece C' € d si A € C, deducem ca

a—20+1=0 N a—28+1=0
a®+(1—p)2=r? o> —28+1=0.

Coordonatele centrului cercului sunt solutiile C1(0,1/2) sau C5(1,1). Aceasta in-
seamnd ca avem de-a face cu doud cercuri de raze 1 = 1/2 i 7o = 1. Ecuatiile celor
doua cercuri gasite sunt

1\ 1
C1:x2+(y—§) =7 Co:(z—12+(y—-1>7=1

. Sa se determine locul geometric al punctelor din plan care au proprietatea ca tan-

gentele la elipsa

1132 y2
4+l 1=0
17 ’

prin aceste puncte, sunt perpendiculare.
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Rezolvare. Fie M(«, ), o, 5 € R, un punct variabil in plan, care verificd propri-
etatea ceruta de problema. Fascicolul de drepte care trec prin M este descris de
ecuatiile d,,, : y — f = m(z — a), m € RU{+oc}. O dreaptd d,, a fascicolului este
tangenta la elipsa daca sistemul

5132 y2
4L 1=0
R

y—B=mz—a)
are o singurd solutie (dreapta si elipsa au un singur punct comun). Daca scoatem
y din a doua ecuatie si introducem in prima, obtinem o ecuatie de gradul al doilea,

al carei discriminant trebuie sa se anuleze. Cu alte cuvinte, in urma calculelor,
sistemul are singura solutie daca

(4 — a®)m* 4+ 2aBm +9 — 5% = 0.
In conditiile in care discriminantul ultimei ecuatii
A = 4(9a* 4 48° — 36)

este strict pozitiv, gasim doua solutii distincte m; si mo ale ultimei ecuatii, solutii
care reprezinta pantele celor doua tangente prin M, la elipsa. Punand conditia ca
tangentele d,,, si d,,, sa fie perpendiculare, obtinem relatia m;ms + 1 = 0. Folosind
relatiile lui Viéte, deducem cit a2 + 32 = 13. Cu alte cuvinte, locul geometric descris
de punctul M reprezintd un cerc centrat in originea O(0,0) si de razi R = v/13. m

3. Sa se arate ca tangentele la o hiperbola formeaza cu asimptotele triunghiuri de arie
constanta.

Rezolvare. Fie M (acosht,bsinht), t € R, un punct mobil al hiperbolei de ecuatie

: Yy _
Hg—ﬁ—]_—, a,b>0,
unde A .
cosht = % si sinht = %

Ecuatia tangentei in M la hiperbola se obtine prin dedublare

xcosht ysinht

TwH :
M a b

1=0.

Punctele ei de intersectie cu asimptotele

b
d172 Yy = +—z
a
sunt punctele M (ae’, be’) si Ma(ae™ —be™"). Atunci, aria triunghiului AOM; M,
este
1 0 0 1
Apornv, = +=| ae®  be! 1 | =ab = constant.
2 —t —t
ae”t —be™" 1
u

PROBLEME REZOLVATE 37



38

4. Sa se calculeze invariantii ortogonali si sa se scrie forma canonica a conicelor:

(a) Ty : 522 —day + 2y — 162 + 4y — 22 = 0;
(b) Ty : 112% — 242y + 4y + 22 + 16y + 11 = 0;
(c) T3:2% — 2oy +y*> —4y +6 =0.

Rezolvare. (a) Matricea conicei I'; este matricea simetrica

5 —2 -8
Ar=| -2 2 2
-8 2 =22

Prin urmare, invariantii conicei I'; sunt:

:6§i]:(1,11+(122:7.

A = det A; = —216, 5:‘ g _2‘

-2 2

Deoarece § # 0, rezulta ca forma canonica a conicei I'y se descrie dupa formula

A
MXZ Y2+ 5= 0,

unde A; o sunt valorile proprii ale matricii ( ) . In concluzie, ecuatia redusa

a conicei este elipsa

(b) Matricea conicei I'y este matricea simetrica

11 —-12 1
Ay=| —12 4 8
1 8 11
iar invariantii sunt A = —2000, § = —100 gi I = 15. Ecuatia redusa a conicei este

hiperbola
2

Y
X2—I+1:0.

(c) Matricea conicei I'; este matricea simetrica

1 =1 0
Az=| -1 1 =2
0 -2 6
iar invariantii sunt A = —4, 6§ = 0 si I = 2. Deoarece § = 0, forma canonica a

conicei I'3 se descrie dupa formula

AN
2 _
Y =42 _ﬁX'

In concluzie, ecuatia redusa a conicei '3 este o parabola, care are o ecuatie de forma
V2 =y2XsauY?=—/2X. =
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5. Sa se stabileasca natura si genul conicelor:

(a) Ty :5x? + 8xy + 5y? — 18z — 18y + 9 = 0;

(b) Ty : 72* — 8y + y* — 62 — 12y — 9 = 0;

(c) Tg:da? —doy +y* — 20— 14y + 7= 0.
Rezolvare. (a) Din cauza ca A = —81 # 0, avem de-a face cu o conica nedegenera-

ta. Invariantul 6 = 9 fiind strict pozitiv, rezulta ca I'; este de gen elipsa. Deoarece
avem [ - A = —810 < 0, rezulta ca I'; este o elipsa.

(b) Deoarece A = —324 # 0 gi 06 = —9 < 0, rezultd ca I'y este o hiperbola.

(c) Avand A = —225 # 0 si 0 = 0, inseamna cd I'5 este o paraboli. m

6. Sa se reduca la forma canonica si sa se precizeze natura si genul urmatoarele conice,
punandu-se in evidenta roto-translatiile plane efectuate:

) Ty : 922 — 24xy + 16y? — 82 + 19y + 4 = 0;
) Ty : 222 — 2¢/3zy + 9 = 0;

(c) T3 :22% + 62y + 10y? — 121 = 0;

(d) Ty :8z% + 6zy + 6x + 3y + 1 = 0;

(e) Is:22% +y* + 4o — 6y + 12 = 0.

Rezolvare. (a) Utilizand metoda vectorilor si valorilor proprii (a transformarilor
ortogonale), reducem la forma canonica forma patratica

0i(7,y) = 92% — 24zy + 16¢7,
asociata conicei I';. Rezolvand ecuatia seculara

‘9—)\ —12

—\2 _ —
~12 16—)\'_)\ 22 =0,

gasim valorile proprii simple Ay = 0 si Ay = 25. Baze ortonormate in subspatiile
proprii corespunzatoare sunt

e (- G0}

Acestea produc schimbarea de coordonate (rotatia directd, de determinant pozitiv,
egal cu unu)

_1 / /
(I)_}< : 4)(I) e
“s\l-43)\y )" 1
A Y y = (42’ +3y).

Inlocuind in expresia care definegte conica I'y coordonatele = si y cu expresiile din
formulele de rotatie, in urma calculelor, gasim

4
Ty :25(2) — 202" + 5y +4=0<T1:25 {@:’)2 — gzc’} +5y +4=0.
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Efectuand prin metoda formarii de patrate translatia sistemului de axe z’Oy’ in

sistemul de axe z”O"y”, unde O'(2/5,0), translatie definita de relatiile

2
= — 2
5
y' =y,
deducem c& conica I'; este parabola y” = — (z”) /5.

(b) Forma pétraticd g;(z,y) = 222 — 2¢/3zy are matricea

w=( %3

Valorile proprii ale acestei matrici sunt A\; = 3 si Ay = —1. Bazele ortonormate a

subspatiilor proprii asociate sunt

_ V3 1\ | . _ (13
31:{€1=<—7>5 §i By = (€2 = > | (>
care conduc la rotatia directa
z\ _ 1 1 -3 x
y) 2\Vv3 1 v )
Inlocuind in expresia lui 'y pe z si y din formulele
1
v =52~ V3y')
1
y= 5(\/555' +v),
in urma calculelor, obtinem hiperbola

Ty:— () +31)°+9=0sT5:

(c) Utilizand metoda transformarilor ortogonale, forma patratica
g3(2,y) = 22° + 6wy + 10y

se reduce la forma canonicd in baza ortonormata

o= o= (o) - (o)) o=

obtinuta prin reuniunea bazelor ortonormate de vectori proprii corespunzatori valo-
rilor proprii A\; = 11 gi Ay = 1. In concluzie, schimbarile de coordonate ale rotatiei

directe sunt
(2" = 3y)

y= =B ).

=) =)
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In urma calculelor, obtinem I's : 11 (2)* + (3/)*> — 121 = 0. Cu alte cuvinte, conica
I'5 este elipsa

(@) W)

Ig:——+—=1.
A TRRATT]
(d) Deoarece valorile proprii ale matricii formei patratice asociate conicei I'y sunt
A1 = 9 gi Ay = —1 iar bazele ortonormate sunt

- o (i) o - ()

rezulta ca formulele de rotatie directa sunt

1 / /
(:z: 1 1 3 x x:m(gs+3y)
=— &
y) ﬂTJ(—3 1)(9’) 1
= —=(=32"+ ).
Y \/ﬁ( y')
Acestea conduc la conica
21
Ty 9(y) — () + 3 yi1=0

—/_
VATV

Formand pétrate perfecte in 2’ si v si folosind translatia

x”le—l— 3

2410

deducem ca forma canonica a conicei este
2 2 " " " "
Fy:90W") = (") =0Ty: 3y —2")(3y" +2") =0.
Cu alte cuvinte, conica I'y este o conica degenerata, reprezentand reuniunea a doua

drepte concurente: d; : 3y” —z” =0 si dsy : 3y” + 2" = 0. In coordonatele initiale =
si y aceste drepte au ecuatiile: dy : 42 +3y+1=0sidy: = —1/2.

(e) Deoarece forma patraticd gs(z,y) = 22% + y? a conicei ['s este deja in forma
canonica, rezulta ca forma canonica a conicei I's se obtine doar printr-o translatie,

si anume
¥y=x+1
y =y —3.
Ecuatiile translatiei se deduc in urma formarii de patrate

5:2[(z+1)° -1+ (@y+3)>—9+12=0.

In concluzie, conica I's este o multime vida sau, altfel spus, o elipsa imaginara
descrisa de ecuatia
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7. Sa se arate ca locul geometric al centrelor conicelor care trec prin punctele A(0,0),

B(2,0), C(0,1) si D(1,2) este o hiperbold. Sa se determine coordonatele centrului
acestei hiperbole.

Rezolvare. Folosind formula care determina ecuatia unei drepte ce trece prin doua
puncte, deducem ca ecuatiile carteziene ale dreptelor AB, CD, AD si BC' sunt

AB:y=0,CD:2—y+1=0, AD:y—2x=0, BC:2+2y—2=0
iar ecuatia fascicolului de conice care circumscriu patrulaterul ABC'D este
['y:(AB)(CD)+ ANAD)(BC) =0, MeR<

Dhv:yle—y+ D)+ ANy —22)(z+2y—2)=0, IeR<&
Ty 2022 + (1 =3N)ay+ 2 = )2 + (1 —2\)y +4 v =0, AER.

Coordonatele centrelor conicelor din fascicolul I"y verifica sistemul de ecuatii liniare
obtinut prin derivari partiale

Az A+ (1= 3\)y = —4)
(1—3\)z+2(2\ — 1)y =2\ — 1.

Pentru a determina locul geometric cerut de problema nu este insa necesara re-
zolvarea sistemului ci doar eliminarea parmetrului A, care conduce la relatia de
legatura intre coordonatele x si y ale centrelor. Prin urmare, eliminidnd parametrul
A din sistemul de mai sus, deducem ca x si y verifica ecuatia conicei

[:d0? —8xy —2y° 4+ 9y — 4 =0.

Invariantii ortogonali ai conicei I' sunt A = 15 # 0 si 6 = —24 < 0. Cu alte cuvinte,

locul geometric descris de coordonatele centrelor conicelor care trec prin punctele
A, B, C'si D este o hiperbola.

Coordonatele centrului acestei hiperbole sunt (3/4,3/4) si se obtin rezolvand sis-

temul liniar
r—y=20
8z +4y = 9.

. Fie punctele A(—1,1), B(—1,—1) si C'(0,0). S4 se scrie fascicolul de conice circum-

scrise triunghiului ABC.

Rezolvare. Ecuatiile laturilor triunghiului ABC' sunt:
AB:x+1=0, AC:24+y=0, BC:xz—y=0.
In concluzie, ecuatia fascicolului de conice circumscrise triunghiului ABC' este
Iy, (AB)(AC) + AMAB)(BC) + n(AC)(BC) =0, MNpeR<e

D@+ D(@+y) + Az —y)(z+1) +plz+y)(z—y) =0,
unde \,u € R. m
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9. Sa se scrie ecuatia generald a conicei care trece prin punctele A(2,0), B(3,0), C(0,1),
D(0,4) si E(12,1).

Rezolvare. Ecuatiile carteziene ale dreptelor AB, CD, AD si BC sunt
AB:y=0,CD:2=0, AD :2x+y—4=0, BC:2+3y—3=0
iar ecuatia fascicolului de conice care circumscriu patrulaterul ABC'D este
Cyizy+ A2 +y—4)(z+3y—3)=0, IeR

Punénd conditia F € I'y, obtinem

1
124211220 =0 = ——.
i 21

In concluzie, ecuatia conicei care trece prin punctele A, B, C, D si E este
Dac—1/21 ¢ 22% — 1day + 3y* — 102 — 15y + 12 = 0.
]
10. Sa se determine tangentele la conica
[:20% —day+y* +40 —2y —7=0,
paralele cu prima bisectoare.

Rezolvare. Deoarece ecuatia primei bisectoare este r = y, rezulta ca ecuatia
fascicolului de drepte paralele cu prima bisectoare este + —y = A\, A € R. Punand
conditia ca o dreapta a acestui fascicol sa aiba un singur punct comun cu conica I,
rezulta ca sistemul de ecuatii

T—y=A
222 — 4oy +y P +4x -2y —7=0

trebuie sa aiba o singura solutie. Scotand x din prima ecuatie si introducand in a
doua ecuatie, obtinem ecuatia de gradul al doilea

y? — 2y — (2N +4XN—7) =0,

al carei discriminant trebuie sa se anuleze. Se obtine \y =1 gl Ay = —3. &

1.9 Probleme propuse

1. Fie punctele A(2,3), B(—2,—1), C(4,1). S& se scrie ecuatiile cercurilor inscris si
circumscris triunghiului ABC. Sa se determine tangentele la cercul circumscris
triunghiului ABC, care sunt paralele cu latura BC.

R. Triunghiul AABC' este dreptunghic in A si are aria S = 8. Prin urmare, raza
cercului inscris este r = 3v/2 —v/10. Punand conditia ca centrul cercului inscris [ sa
se afle la distanta r de fiecare laturi, gisim coordonatele I(2, —3 + 24/5). Centrul
cercului circumscris O se afla la mijlocul ipotenuzei BC, adica are coordonatele
O(1,0). Raza cercului circumscris este R = 1/10. Tangentele ciutate au ecuatiile
r—3y+9=0siz—-3y—11=0.
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2. Fie elipsa E : 22 + 2y* = 4 i cercul C care are ca diametru axa mare a elipsei. O

semidreaptd verticala variabila x = A\, A € (=2,2), y > 0, intersecteaza elipsa F
in P si cercul C' in ). Sa se determine locul geometric al punctului de intersectie
dintre OQ) si F'P, unde O este originea axelor iar F' este focarul de abscisa pozitiva
al elipsei E.

R. Locul geometric cautat este semi-elipsa

Q(x—%) +(V2+ 1)y =3+2V2, y>0.

. S4 se determine pe hiperbola H : 42% — 9y? = 36 punctul situat la cea mai mica

distanta de dreapta d : 2o —y + 2 = 0.

R. Consideram un punct arbitrar P(3 cosht,2sinht) pe ramura din dreapta a hiper-
bolei H. Minimul distantei de la punctul P la dreapta d se gaseste minimizand
functia f(t) = 2(e! +2e* +1)/v/5. Obtinem valoarea t = In+/2, adicd avem
punctul de coordonate P (9/(2v/2),1/v/2) . Analog se trateaza si ramura din stanga
a hiperbolei si gasim punctul @ (—9 /(2v/2), -1/ \/5) . Punctul cdutat (care d& mi-
nimul distantei) este punctul Q.

. 54 se discute natura si genul conicelor:

(a) I'y: 22y — 22 — 2y + 3 = 0;
(b) Ty :4a? — 4oy + y* — 2z — 4y + 10 = 0;
(c) T3 :5x% + 6zy + 5y* + 20 — 2y +2 = 0.

R. (a) Hiperbola. (b) Parabola. (c) Elipsa.

. Sa se discute natura si genul conicelor fascicolului

Dy +doy +19° +2 0 +4y + A =0, AER,

si sa se traseze graficul conicelor degenerate ale fascicolului.

R. Pentru A € R\{1,4} conica nedegeneratd I'y este o hiperbold. Pentru A\ = 1
conica degenerata I' este reuniunea de drepte concurente

s [o+ 2= VB)y+1) - [o+ 2+ VB +1] =0
iar pentru A\ = 4 conica degenerata ' este reuniunea de drepte concurente

Daea: |2+ (2= VBy+4-2v3] - 242+ VB)y +4+2V3] =0,

. Fie familia de conice

[y:322 +2 oy —y> — 20 —4y +4 =0, A ER.
Sa se determine locul geometric al centrelor conicelor acestui fascicol si sa se repre-
zinte grafic acest loc geometric.

R. Locul geometric al centrelor este elipsa

1\° 13
Fi3x2+y2—x+2y=0@P:3(x—6) +(y+1)2=E.
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7. Sa se determine centrul, axele de simetrie si asimptotele conicei
I':dxy + 3y + 162 + 12y — 36 = 0.

R. Reducand conica la forma canonicd, deducem ca I' este o hiperbola cu centrul
C'(3, —4). Ecuatiile asimptotelor sunt y + 4 = 0 si 4z 4+ 3y = 0. Ecuatiile axelor de
simetrie sunt z + 2y +5=0si —2xr +y + 10 = 0.

8. Sa se scrie ecuatia parabolei care trece prin punctele O(0,0), A(0,1) si care are ca
axa dreaptad:x+y+1=0.

R.. Se scrie fascicolul de conice care trece prin punctele O, A si simetricele acestora
fatd de dreapta d. Punand conditia ca conica sa fie o parabold (§ = 0 si A # 0),
gasim ecuatia

2?24 2zy+y?+5z—y=0.

9. Sa se determine axele de simetrie si asimptotele pentru conica
I':doy —3y2 +420 — 14y —7=0.

R. Reducem conica la forma canonica si gasim ca I' este o hiperbola. Obtinem ca
axele de simetrie au ecuatiile 2r +y — 3 = 0 i + — 2y — 4 = 0. Asimptotele au
ecuatiile y+1=0si 4z — 3y — 11 = 0.

10. Sa se reduca la forma canonica si sa se precizeze natura si genul urmatoarelor conice,
punéndu-se in evidenta roto-translatiile plane efectuate:

(a) Ty : 322 — 22y + 3y + 4o + 4y — 4 = 0;

(b) Ty : 722 — 8zy +y? — 20 — 4y — 1 = 0;
) I3 : 922 — 62y + y? + 20z = 0;

) Ty :2zxy — 2y + 1 =0;

(e) Ts: 32 — 4wy + 2z + 2y — 1 = 0;

(f) Tg: a® —day + y* + 62 — 12y + 8 = 0;
) Ty 4o +doy +y? — 4o — 2y + 1 = 0;
) Tg:a? —2zy+y* +o—y+2=0;

(i) Tg: 82+ 6xy +6x+3y+1=0.

R. (a) Ty : 2X? + Y2 —4 = 0 — elipsi; O(—1,-1) — centrul; & =
1
ey = —=(1,1) — directiile axelor OX si OY.

V2

(b) Ty : 9Y2? — X2 + 4 = 0 — hiperbold; O(—1,—2) — centrul; &, =

1
E(L _1)7

\/_Ei Y Y

V5
(c) T's : 5Y2 4+ /10X = 0 — paraboli; O(—9/20,33/20) — varful; 3z —y +3 =0 —
1
—(1,3), & = ——=(—3, 1) — directiile axelor OX si OY.
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11.

12.

13.
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1
(d) Ty : X2 —=Y2+1 = 0 — hiperbolg; O(1,0) — centrul; &, = ﬁ(l’l)’ ey =
1
ﬁ(_l’ 1) — directiile axelor OX si OY.
1
(e) T's : —X2+4Y? + 3/4 = 0 — hiperbola; O(1/2,5/4) — centrul; &, = —5(1,2),

€y =

(—2,1) — directiile axelor OX si OY.

Sl

(f) T : —X? +3Y2 —1 = 0 — hiperboli; O(—3,0) — centrul; g, = (1,1),

Slis

€y =

(—1,1) — directiile axelor OX si OY.

Sl -

(g) T'; : Y2 = 0 — drepte confundate; 2z+y—1 = 0 — axa de simetrie (se identifica cu

1
%(17 _2)7

conica); O(2/5,1/5) — originea sistemului de axe roto-translatat; €, =
1

€y = —=(2,1) — directiile axelor OX gi OY.
2 \/g( )

(h) Tg : Y24 7/8 = 0 — multimea vidd; O(—1/4,1/4) — originea sistemului de axe
1 1
roto-translatat; ¢, = —=(1,1), €&a = —=(—1, 1) — directiile axelor OX si OY.

V2 V2

(i) Ty : 9Y2 — X? = 0 — reuniune de drepte concurente; O(—1/2,1/3) — centrul

(coincide cu punctul de intersectie al dreptelor concurente); e, = —(3,1), &3 =

1 vio

——(1, —3) — directiile axelor OX si OY.
\/ﬁ( )

Sa se determine ecuatia conicei care trece prin punctele de intersectie ale conicelor

a2 —ay—292+2+y=0,
Fy:a?—ay—2y*> 22 +4y =0

si prin punctul A(1,2).
R.T: —2%+zy+2y*+ 52— Ty = 0.

Sa se reprezinte grafic locul geometric al centrelor conicelor din fascicolul circumscris
patrulaterului determinat de punctele A(0,—1), B(0,1), C(—2,0) si D(2,0).

R. Locul geometric al centrelor conicelor este dreapta x 4 2y = 0.

Exista conice nedegenerate circumscrise hexagonului ABCDEF, unde

A(1,0), B (%?) . C (—%?) ,

D(-1,0), E (-%-?) F (%-?) 7

In caz afirmativ, sa se scrie ecuatiile acestor conice.

R. Existd o singura conici, si anume, cercul 22 + 3% = 1.
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14.

15.

16.

17.

18.

Determinati valorile parametrului real m care fac ca dreapta d : y = mx sa fie
tangenta la conica
T:(z4+y)>2+2=v2y—=z).

R. m; = —1/3 gi my = —3.
Sa se scrie ecuatiile tangentelor la conica
I':22% —day+y* — 22+ 6y —3=0,
care trec prin punctul P(3,4).
R. Avem doua tangente: xt —3 =0 gi 7o — 2y — 13 = 0.
Sa se scrie ecuatiile tangentelor la conica
I:a?+ay+y>+2x+3y—3=0,

paralele cu dreapta d : 3x + 3y — 5 = 0.
R. Tangentele cautate au ecuatiile z+y —1 =0 si 3z 4+ 3y + 13 = 0.

S& se scrie ecuatia conicei care trece prin punctele A(0,0), B(1,2),C(2,1) si D(3,—1)
si pentru care dreapta d de ecuatie x — 2y = 0 este tangenta in punctul A.

R.. Scriem fascicolul de conice care trec prin punctele A, B, C'si D, si punem conditia
ca dreapta d sa fie tangenta in punctul A. Gasim conica

I':32% — 4oy — 4% — T + 14y = 0.

Sa se scrie fascicolul de conice circumscris triunghiului determinat de punctele
A(3,2), B(—2,—1) si C(4,1).

R. Fascicolul de conice circumscris triunghiului AABC' este
Fapy:@Br=5y+1)(z+y—5)+AXBzr—bdy+1)(x—3y—1)+

+uz+y—5)(z—-3y—1)=0,
unde A\, u € R.
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2. CUADRICE

Cuadricele sau suprafetele algebrice de grad doi reprezinta o clasa de suprafete in spatiu,
cu proprietati remarcabile, intalnite in aplicatii din diverse domenii. Acestea sunt carac-
terizate, intr-un reper cartezian ortonormat din spatiul Fj3, printr-o ecuatie de forma

Y:g(x,y,2) =0,
unde functia g(x,y, 2) este o functie polinomiala de grad doi in nedeterminatele z, y si
z. Din punct de vedere geometric, in acest capitol vom demostra ca o cuadrica nu poate
reprezenta in spatiu decat una dintre urmatoarele figuri geometrice: o sfera, un elipsoid,
un hiperboloid cu o pdnza sau doua, un paraboloid eliptic sau hiperbolic, un con eliptic sau

circular, un cilindru circular, eliptic, hiperbolic sau parabolic, o reuniune de plane secante,
paralele sau confundate, o dreapta, un punct sau multimea vida.

2.1 Cuadrice pe ecuatii reduse

Vom prezenta in aceasta sectiune caracterizarile algebrice si principalele proprietati geo-
metrice ale cuadricelor, studiate in repere carteziene ortonormate alese convenabil, dupa
fiecare caz in parte. Fixam pentru inceput reperul ortonormat

R ={0;i,7,k}

in spatiul tridimensional al geometriei euclidiene Ej3, adica fixam in E3 un sistem ortogonal
de axe (coordonate) Ozyz.

2.1.1 Sfera

Definitia 2.1.2 Se numegte sfera de centru C(xg,yo,20) §¢ de raza r > 0 mullimea
(S) a punctelor din spativ M (x,y, z) care verifica relatia

d(M,C) =r.

Observatia 2.1.3 Este evident ca multimea punctelor din spatiu M (x,y, z) care apartin
sferei (S) de centru C(xg, Yo, 20) §i de Tazd r > 0 satisface ecuatia de grad doi

(S):(x—x0)* + (y —w0)* + (2 — 29)* =717

numita ecuatia carteziand implicita a sferei de centru C(xg,yo,20) §t de Tazd
r > 0.
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Sfera (.5)

Dezvoltand patratele in ecuatia carteziana implicita a sferei (S), obtinem ecuatia
(S) : 2%+ + 2° — 20w — 2oy — 2202 + a5 +yg + 25 — 10 =0,

care ne sugereaza studiul geometric al ecuatiei de gradul doi (aceasta este ecuatie de
cuadricd) de forma

Yot 4yt 422+ 200 + 2y +2c2 +d =0,
unde a, b, ¢, d € R. Deoarece ecuatia cuadricei ¥ se transcrie sub forma
Yi(z+a)+ (y+b)*+(z+c)? =p,

unde p = a? + b? + ¢ — d, rezultd ci avem urméitoarele situatii:

1. Dacad p > 0, atunci multimea ¥ este o sfera de centru C(xg, yo, 20), unde o = —a,
Yo = —b, 20 = —c, si de raza r = /p;

2. Dacd p =0, atunci X = {(—a, —b, —¢)};
3. Dacd p < 0, atunci X = {(}}.
Definitia 2.1.4 Fcuatia

2%+ y* 4 22 + 2ax + 2by 4+ 2cz +d = 0,

unde
A+ 4+ —d>0,

se numeste ecuatia carteziana generala a sferes.

2.1.2 Elipsoidul

Definitia 2.1.3 Cuadrica (E) C E3 de ecuatie

ZE’2 y2 2’2

unde a,b,c > 0, se numeste elipsoid.
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Este evident ca putem determina forma elipsoidului (£) studiind intersectiile acestuia
cu plane paralele cu planele de coordonate ale sistemului de axe Ozyz. Astfel, observam
cd intersectiile elipsoidului (E) cu plane paralele cu planele de coordonate ale sistemului
de axe Oxyz sunt:

1. Elipsele

2 y2 2
oL s 1o
(B):d @ e
z = q,
1132 Z2 62
<Eﬁ>;{§+§+ﬁlo
y =7,
2 2 2
v 2y
42 4 1=
(E,) : ijLc?—i_ot2
T =ry

pentru |a| < ¢, |5] < bsi |y| < a;
2. Un punct pentru |a| = ¢ sau |f| = b sau || = q;

3. Multimea vida pentru |a] > ¢, |5] > bsi |y| > a.

Elipsoidul (F)

Planele de coordonate 2Oy, zOz si yOz sunt plane de simetrie ale elipsoidului (F)
deoarece schimbénd pe rdnd pe = in —z, pe y in —y si pe 2z in —z ecuatia elipsoidu-
lui (F) nu se modifica. Mai mult, deoarece schimbarile tripletului (x,y, z) respectiv in
(x,—y,—2), (—z,y,—2), (—z, —y, z) nu modifica ecuatia elipsoidului (£, rezultd ci axe-
le de coordonate Ox, Oy si Oz sunt aze de simetrie ale elipsoidului (F). Prin urmare,
originea O este centru de simetrie al elipsoidului (£).

Punctele in care axele de simetrie inteapa elipsoidul (F) se numesc vdrfurile elipsoidu-
lui (F).

Observatia 2.1.4 In cazul in care avem a =b=c =r > 0 elipsoidul (E) devine o sfert
(S) centrata in originea O(0,0,0) i de Tazd r care are ecuatia

(9): 2+ + 22 =12

Observatia 2.1.5 Elipsoidul este utilizat ca suprafata de referintd in mecanica (elip-
soidul de inertie) si in geodezie i topografie (pentru masuratori).
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2.1.3 Hiperboloidul cu o panza
Definitia 2.1.4 Cuadrica (Hy) C E3 de ecuatie

x z

H): -+ —-——=-1=

( 1) a + )
unde a,b,c > 0, se numegte hiperboloid cu o pdnza.

Intersectiile hiperboloidului cu o panza (H;) cu plane paralele cu planele de coordonate
ale sistemului de axe Oxyz sunt:

1. Elipsele
22 . ¥ a2 .
(E,): g a* b (2 B
Z=a«
pentru V a € R;
2. Hiperbolele
2 2 52
———=4+—=-1=0
(Hg) : 4 a? ¢ T
y =75,
v_zZ 7 1,
(Hy):¢ 02 2 a
x=r

pentru V 3,7 € R.

»

Hiperboloidul cu o panza (H;)

Din punct de vedere al simetriilor, hiperboloidul cu o panza (H;) are aceleasi simetrii
cu ale elipsoidului (£).

Observatia 2.1.5 Hiperboloidul cu o pdnza este folosit in constructii industriale ca model
pentru turnurt de racire sau cosuri de fum.
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Dacd scriem ecuatia hiperboloidului cu o panza (H;) sub forma

- (-9 G+ - (-9 (+3)

si consideram familiile de drepte

L) | fEeie
o AME-3)=1-2 s 1+2 -0

( a ¢/ b \ b
C(Eeiou(-l) o (E-i0
D - a c b a c
S IEAES PR i I

VY b L b ’

unde A\, p € R, atunci obtinem evident urmatorul rezultat geometric:

Teorema 2.1.6 (i) Prin orice punct M (xq, Yo, 20) al hiperboloidului cu o panza (Hy) trec
doua drepte distincte: una din familia

(Dx)xer U Do

st una din familia . o
(DM)ME]R U Doo

(ii) Familiile de drepte (Dy)xer U Do §i (D) uer U Do sunt incluse in intregime in
hiperboloidul cu o panza (Hy) §i verifica relatiile

o (um)on

AeR pneR

iy

Generatoarele hiperboloidului cu o panza (H)

Definitia 2.1.7 Familiile de drepte (Dy)xer U Do §i (Eu)ueR U Dy se numesc genera-
toarele rectilinii ale hiperboloidului cu o panza (Hy).

Definitia 2.1.8 O cuadrica cu proprietatea ca prin fiecare punct al sau trec doua drepte
distincte continute in cuadrica se numeste cuadrica dublu riglata.

Corolarul 2.1.9 Hiperboloidul cu o panza (Hy) este o cuadrica dublu riglata.

CUADRICE PE ECUATII REDUSE 93



2.1.4 Hiperboloidul cu doud panze

Definitia 2.1.5 Cuadrica (Hy) C E3 de ecuatie

332 y2 Z2

(Hg) _+ﬁ_§+1 0,

unde a,b,c > 0, se numeste hiperboloid cu doua pdnze.

Intersectiile hiperboloidului cu doud panze (Hs) cu plane paralele cu planele de coor-
donate ale sistemului de axe Ozyz sunt:

1. FElipsele

1.2 y2 Oé2
E):d @t a0

=

pentru |a| > ¢, un punct pentru |a| = ¢ gi multimea vida pentru |a| < ¢;

2. Hiperbolele
2 2 52

Hy):d @ @t tt=h
y =0,
2 2 2
Yy < Y -
)y @ ata =’
T =7

pentru V 3,y € R.

Hiperboloidul cu doua panze (Hs)

Hiperboloidul cu doud panze (Hs) are aceleasi simetrii cu ale hiperboloidului cu o
panza (H;p). Cele doud puncte de intersectie ale axei Oz cu hiperboloidul cu dous panze
(Hsy) se numesc vdrfurile hiperboloidului cu doud panze (Hs).
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2.1.5 Paraboloidul eliptic

Definitia 2.1.6 Cuadrica (P.) C E3 de ecuatie

unde a,b > 0, se numeste paraboloid eliptic.

Intersectiile paraboloidului eliptic (F,) cu plane paralele cu planele de coordonate ale
sistemului de axe Oxyz sunt:

1. Elipsele

LN
(B):{ a1

=

pentru « > 0, punctul O pentru o = 0 si multimea vida pentru a < 0;

2. Parabolele

2 ﬁ2
Pyl @ TR
y2 72
(P,) : ﬁ—z:—g
=7

pentru V 3,y € R.

X

Paraboloidul eliptic (F,)

Planele x = 0 si y = 0 sunt plane de simetrie ale paraboloidului eliptic (P,). Axa
Oz este axd de simetrie a paraboloidului eliptic (P,) si inteapad suprafata in originea O.
Originea O se numeste vdrful paraboloidului eliptic (FP,).

Observatia 2.1.7 Paraboloidului eliptic (P.) este folosit in industria de confectii drept
model pentru calapoade de caciuli de tarna, dat fiind faptul ca acest model asigura mularea

caciulit pe cap.

CUADRICE PE ECUATII REDUSE 95



2.1.6  Paraboloidul hiperbolic

Definitia 2.1.7 Cuadrica (P,) C E3 de ecuatie

1.2 y2
(P) : Bz A

unde a,b > 0, se numeste paraboloid hiperbolic sau sa.

Intersectiile paraboloidului hiperbolic (P,) cu plane paralele cu planele de coordonate
ale sistemului de axe Ozyz sunt:

1. Hiperbolele

x
(Ho) : ¢ a® b2
pentru « # 0 si o reuniune de drepte concurente pentru o = 0;

2. Parabolele

2 ﬁ2
Pyl @ T

y =0,

y? 2
(Py) : T e

r=r

pentru V 3,y € R.

Paraboloidul hiperbolic (F;)

Simetriile paraboloidului hiperbolic (P),) sunt aceleagi cu ale paraboloidului eliptic
(P.). Originea O se numeste vdrful paraboloidului hiperbolic (P,).

Observatia 2.1.8 Paraboloidului hiperbolic (Py) este folosit in constructii industriale ca
model pentru acoperiguri (vezi, spre exemplu, acoperigul garii din Predeal) intrucdt aceasta
suprafata se poate realiza din drepte asezate convenabil unei eficiente mazxime.
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Daca scriem ecuatia paraboloidului hiperbolic (/) sub forma

- (-3 () -

si consideram familiile de drepte

(T Yy, T_Y_,
Dy:{ @b Dl a b
A——Q)—1 2=0
\ a b
¢ T Y
I
. a
e ’ )
u<£+g):1 z=0
\ a b

unde A\, p € R, atunci obtinem evident urmatorul rezultat geometric:

Teorema 2.1.9 (i) Prin orice punct M (xo, Yo, 20) al paraboloidului hiperbolic (Py) trec
doua drepte distincte: una din familia

(D) aer U Do

§t una din familia
(DM)ME]R U Doo

(ii) Familiile de drepte (Dy)xer U Doo §i (D)) uer U Do sunt incluse in intregime in
paraboloidul hiperbolic (Py) si verifica relatiile

(Ph) = (U DA> UDw = (U Eﬂ) D-.

AER nER

Definitia 2.1.10 Familiile de drepte (Dx)xer U Doo §i (D) uer U Do 8¢ numesc gene-
ratoarele rectilinii ale paraboloidului hiperbolic (Py).

Corolarul 2.1.11 Paraboloidul hiperbolic (P) este o cuadrica dublu riglata.

2.1.7 Conul

Definitia 2.1.8 Cuadrica (C) C E5 de ecuatie

unde a,b,c > 0, se numeste con.

Intersectiile conului (C') cu plane paralele cu planele de coordonate ale sistemului de
axe Ozyz sunt:
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1. Elipsele

2 2 ol
L ==

(Ey):Q a?  b? 2
Z =«

pentru a # 0 si punctul O pentru o = 0;

2. Hiperbolele

2 2 8
(Hg):{ a2 & &
y: )
v_oz_ 7
(H,): ¢ 0% 2 a?
z="7

pentru 5,y # 0 si reuniuni de drepte concurente pentru 5 = 0 sau v = 0.

By

v

Conul (C)

Definitia 2.1.9 In cazul in care avem a # b spunem ci conul (C) este un con eliptic.

Definitia 2.1.10 In cazul in care avem a = b =1 > 0 spunem ci conul (C) este un con
circular.

Observatia 2.1.11 Conul (C') se mai numeste conul asimptot al hiperboloidului cu o

pdnza
1.2 y2 22
) gtp-a =0

datorita formei acestui con in raport cu forma hiperboloidului cu o pdnza.

Conul (C) asimptot hiperboloidului cu o panza (H)
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Observatia 2.1.12 Conul (C') se mai numeste conul asimptot al hiperboloidului cu

doua panze

:1:2 y2 22

(Hg):ngﬁ—ngl:O,

datorita formei acestui con in raport cu forma hiperboloidului cu doud pdnze.

Conul (C) asimptot hiperboloidului cu dou& panze (Hs)

2.1.8 Cilindri

Definitia 2.1.9 Cuadrica (C.) C E5 de ecuatie
(Co)  a® +y* =17,

unde r > 0, se numeste cilindru circular.

L

~

A

Cilindrul circular (C,)

Definitia 2.1.10 Cuadrica (C.) C E5 de ecuatie

CC2 y2
(CE)Z?—I—ﬁ—l:O,

unde a,b > 0, se numeste cilindru eliptic.
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Cilindrul eliptic (C.)

Definitia 2.1.11 Cuadrica (C}) C E3 de ecuatie

unde a,b > 0, se numeste cilindru hiperbolic.

Cilindrul hiperbolic (C)
Definitia 2.1.12 Cuadrica (C,) C Ej de ecuatie

(Cp> : y2 = 2p:C,

unde p > 0, se numeste cilindru parabolic.

Cilindrul parabolic (C),)

2.1.9 Reuniuni de plane, dreapta, punct si multime vida

Definitia 2.1.10 Cuadrica (PS) C E3 de ecuatie

unde a,b > 0, se numeste reuniune de plane secante.
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Definitia 2.1.11 Cuadrica (PP) C E3 de ecuatie
(PP):2* —a* =0,
unde a > 0, se numeste reuniune de plane paralele.
Definitia 2.1.12 Cuadrica (PC) C E3 de ecuatie
(PC):2*=0
se numeste reuntune de plane confundate.

Definitia 2.1.13 Cuadrica (D) C E3 de ecuatie

unde a,b > 0, se numeste dreapta.

Definitia 2.1.14 Cuadrica (P) C E5 de ecuatie

unde a,b,c > 0, se numeste punct.

Definitia 2.1.15 Cuadrica (V) C E3 de ecuatie

.fCQ y2 22
(V)ZE—I—E—FE—I—l:O,

unde a,b,c > 0, se numeste multimea vida.

2.2 Cuadrice pe ecuatie generala

Sa consideram spatiul tridimensional al geometriei euclidiene F3 in care am fixat un reper
cartezian ortogonal

R = {O;E7E7E}7
adica am fixat un sistem ortogonal de axe (coordonate) Ozyz.
Definitia 2.2.1 Multimea punctelor din spativ M(x,y, z) ale caror coordonate verifica o

relatie polinomiala de forma
Y :g(z,y,2) =0,

unde
g(@,y,2) = anr®+ agy® + azsz® + 2197y + 2a1372 + 2a93yz +
+2a14% + 2004y + 20342 + Qua,

coeficientii reali
Qg5 ER, VZ,j:m,

verificand relatia
a3, + a5y + a3 + a3y + ajz + a33 # 0
11 22 T (33 12 13 T da3 ’

se numeste cuadrica.
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2.3 Invariantii A, 9, I si J ai unei cuadrice

Pentru inceput este important sa subliniem faptul ca daca unui punct din spatiu
M(z,y,z) € E3
ii atagam coordonatele omogene in hiperspatiu
M (x1,x9,23,24) € Ey

legate prin relatiile
x1 Ty . X3
rT=—Yy=—812=—
T4 Tyg T4

unde x4 # 0, atunci expresia ecuatiei unei cuadrice
Yig(x,y,2)=0
devine expresia echivalenta a anularii unei forme patratice
Q:R*-R
definita prin

2 2 2
Q(l’) = anr + (2275 + a33T3 + 2(1,12$1l'2 + 2(1,13$1l'3 + 2&141’1$4 +

2
"—2@231‘2333 + 20/24.’,5‘2.%4 + 2&343331‘4 + AYqTy,

unde z = (1, T2, T3, T4).

Definitia 2.3.1 Matricea simetrica

ailx G122 a1z Qai4
A — Q12 G2 (23 (24
ai13 Q23 G33 034
Q14 0G24 A34 Q44

a formei patratice () se numeste matricea cuadricet Y. in sistemul ortogonal de axe
Oxyz.

Definitia 2.3.2 Numerele reale

ailz a2 aiz Qi4
a12 Q22 A23 Q24 dudiz i

A= , 0= | aia ag a |, I =an +ax+as
13 Q23 33 a34

a13 Qg3 (33
A14 Q24 A34 Q44

§i
J— 11 a2 11 a3 Q22 A23
Q12 Aa22 @13 Aas3 (23 Aa33

se numesc tnvariantit metrict ai cuadricer 3.

Vom demonstra in continuare ca invariantii metrici A, ¢, I si J nu isi modifica valoarea
in urma efectuarii unei translatii sau a unei transformari ortogonale de coordonate in
spatiu.
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2.3.1 Invarianta lui A, 9, I si J la translatii

Sa consideram ca C'(xg, Yo, 20) este un punct arbitrar din spatiul geometriei euclidiene Ej.
Este evident ca translatia sistemului de axe Oxyz in sistemul de axe Cz'y'z’; translatie

definita prin

x x Zo
_ /

Yy - Yy + Yo )

z 2z 20

este echivalenta cu o transformare de coordonate omogene definita prin

T 1 0 0 =z x)
T2 | _ 0 1 0 ),
T3 00 1 2 xh

Atunci, efectudnd o translatie ca mai sus, deducem ca expresia ecuatiei cuadricei

Yig(x,y,2)=0
devine expresia echivalenta a anularii formei patratice
Q:R*—R
definita prin
Q) = an(z)?* + ase(7h)* + ass(a5)? + 2a120 7 + 2a137 7% + 2a93751% +

g g
== (0, Yo, 20)55'29321 + &(93(), Yo, 20)9335521 +

dy

+—g(xo,yg,zo)x’1xﬁl +

ox
+g(x07 Yo, Zo) (‘Til)27

unde &' = (1, x5, 73, 74) §i

0
a—g(ﬂfo, Yo, 20) = 2(a1170 + a12y0 + a1320 + a14),
dg
Dy (550, Yo, 20) = 2(a12%0 + a22yo + a2320 + A24),
dg
9% (930> Yo, 20) = 2(a13w0 + azsyo + azzzo + az4).
Definitia 2.3.2 Matricea simetrica
10
a11 a2 13 29 ($0, Yo, Zo)
20x
19y
a12 a22 23 (fﬁo, Yo, Zo)
y 2 oy
N 10g
a13 23 a33 28 (ﬂfo,yo,zo)
18g(x 20) L 99 (:c 20) 1a(x 20) (x 20)
20 05 Yo, 20 28 05 Yo, 20 202 05 Yo, 20 g\To, Yo, 20

a formei patratice (Q se numeste matricea cuadricet 3. in sistemul ortogonal de axe

C:Clylz/
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Daca consideram acum numerele reale

aiy a12 ais l@(% Yo ZO)
20x 7
10g
e a12 22 23 58_34(%’ Yo, Zo)
10g ’
a13 a23 a33 5& (930> Yo, Zo)
10g 10g 10g
5%(3507 Yo, 20) §a_y<x07 Yo, Zo) 5&(%7 Yo, zo) g(x07 Yo, zo)

a1 G122 ai3
O'=| a2 asxn ag |, I'=an + ax + as
13 Q23 (33
si
Q22 (23
Q23 (33

@11 a3
@13 Aas3

ai; Qa2
a1z Q22

J =

atunci putem demonstra urmatorul rezultat:
Teorema 2.3.3 Numerele reale A, 6, I, J si N, 8, I', J verifica egalitatile:
A=N, 6=0T=1IsJ=1J.

Demonstratie. Egalititile 6 = §', I = I’ si J = J’ sunt evidente. Pentru a demonstra
egalitatea A = A’ folosim proprietitile determinantilor. Astfel, dacd inmultim in deter-
minantul A’ prima coloana cu (—zg), a doua coloana cu (—yg) si a treia coloana cu (—zp)
si rezultatele le adunam la ultima coloana, obtinem ceea ce trebuia demonstrat. m

2.3.2 Invarianta lui A, 9, I si J la transformari ortogonale

Este evident ca o transformare ortogonala de coordonate in spatiu definita prin

T "

y | =By |,
4

unde B- B = I, este echivalentd cu o transformare ortogonald de coordonate omogene

definita prin
1

T Ty
2 | (B O xh
x3 | ( 0 1 ) xy
T4 xy

Atunci, efectuand o transformare ortogonala de coordonate ca mai sus, deducem ca ex-
presia ecuatiei cuadricei
Yig(r,y,2) =0

devine expresia echivalenta a anularii formei patratice

Q:R*—>R
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definita prin
" . " "\ 2 1/ "\ 2 " "\ 2 " n_n " n_n " n_n
Q(z") = afy(x])” + ayy(2h)” + a33(x3) + 2a1517 75 + 2073703 + 20071y +
" n_n " 1 1/ n_n 1/ "2
2093055 + 205,057y + 205,757y + agy(7y)”,
unde x” = (af, x5, x4, ).
Definitia 2.3.3 Matricea simetrica
1/ " " 1
a1 Q1o Q13 QAyy
1/ " " 1
e Q19 Q9o Gg93 Qgy
1/ " " 1
Q13 Qgz (33 A3y
" 1/ 1 1/
A1q Ggq G3zq Qyy
a formei patratice () se numeste matricea cuadricet Y. in sistemul ortogonal de axe
Ol.//y/lz//
Daca consideram acum numerele reale
" " 1/ /i
ayp G Q13 gy " " "
ay; Q1o Qgg
1/ " 1/ " n 1/ 1/
ajy Q9 Q3 |, 1" = ay; + axn +ags
1/ " 1/
Q13 Qo3 dgg

" /A 1 "
A" — A1 Ggy Qo3 Ggy 5" —
- " 1/ " " bl -
Q13 Qo3 Qg3 gy
" 1/ " "
A1qg Qgq G3q Gy

" "
Qoo Gag
" "
Qo3 (33

1 1/
ay; Qagg
1 1/
Q13 Qszg

" "
ayp Ay
" "
Q1 Qg

J' = + +

atunci putem demonstra urmatorul rezultat:
Teorema 2.3.4 Numerele reale A, 6, I, J si A", 8", 1", J" verifica egalitatile:
A=A 6= 1T=1"sJ=J"

Demonstratie. Vom demonstra mai intai cid avem 6 = 6", I = I"” si J = J”. Pentru
aceasta, fie forma patratica
0:R*=SR

definita prin

o(r,y,2) = anr®+ any® + azzz® + 20107y + 201372 + 2a93yz =
x
= (Ia Y, Z) A Y )
2

unde
a1 G122 ai3
A= G12 G2 (23
13 Q23 (33

In urma transformarii ortogonale de mai sus, forma patratica ¢ capata expresia

x//

QO(CC”,y//, Z//) _ (:C”, y//’ Z//) . TB .A-B- y//
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Deoarece numerele reale 6, I si J caracterizeaza polinomul caracteristic
Py(\) =det(A — M5) = =N+ 1N\ — JA +0,

rezultd ca expresia acestuia este invarianta la o schimbare de baza (schimbare de coordo-
nate) datd de relatia matriceald

A"="B.A-B.

In concluzie, avem

§=6" I=1"gJ=.J"

Repetand rationamentul de mai sus pentru forma patratica

Q:R*—>R
definita prin
T1
— x
Q(l’) - (xla .232,1'3,1’4) A 2 )
I3
Ty

deducem ca, in urma transformarii ortogonale omogene de mai sus, forma patratica @)
capata expresia

T _ "
Q) =y (7 V) A (9 )|

Deoarece numarul real A caracterizeaza polinomul caracteristic
Pi(\) =det(A — M) = A\ —IN + LA — KA+ A,

unde I, L, K € R, rezultd ci expresia acestuia este invarianti la o schimbare de bazi
(schimbare de coordonate) data de relatia matriceala

v (TB O\ — (B0
(7))

A=A"

In concluzie, avem

2.4 Centrul unei cuadrice

Fie cuadrica ¥ : g(z,y, z) = 0, unde

g(@,y,2) = anr®+ agy® + azzz® + 2a107y + 2a1372 + 2a93yz +
"—20,14% + 2a24y + 2a34z + aq4,

si fie C(zo, Yo, 20) un punct arbitrar din spatiul geometriei euclidiene Fj.
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Definitia 2.4.1 Punctul C(xg, 4o, 20) se numeste centru al cuadricei ¥ daca este satis-
facuta urmatoarea afirmatie logica:

V P(x,y,2) € ¥ = P'(2x0 — z,2y0 — y,220 — 2) € X.

Observatia 2.4.2 Din punct de vedere geometric, definitia anterioard arata cda punctul
C' este centrul unei cuadrice ¥ daca pentru orice punct P de pe cuadrica X2 simetricul sau
fata de punctul C se afla tot pe cuadrica . Din acest motiv, daca exista, centrul C al
unet cuadrice Y se mai numeste gi centrul de simetrie al cuadricei X.

Teorema 2.4.3 Punctul C(xq, o, 20) este centru al cuadricei ¥ daca §i numai dacd

4 ag
(20, Y0, 20) = 0
8x( ) a11To + ai2yo + a1320 + a4 =0
dg
a_y<x07 Yo,20) =0 < < a1aTo + agayo + G320 + azg =0
dg a13To + a23Yo + azzzo + aze = 0.
\ &(x(byOvZO) =0

Demonstratie. Efectuand translatia sistemului de axe Oxyz in sistemul de axe O'z'y' 2/,

unde O’ = C, translatie definita prin

r = + xzo
Y=+
2 =2+ 2,

ecuatia cuadricei ¥ devine

Y an (2)? 4 ag(y)? + ass(2)? + 2a122"y + 2a137"2 + a3y 2+

0 0 0
+a_i(l’07y0, zo)x’ + a_z(x()?yﬂu 20)y + 3—5(5507?40, 20)2" + g(0, Yo, 20) = 0.

Evident, din definitia centrului unei cuadrice deducem ca conditia ca noua origine
O/<O7 07 0) = C('T(b Yo, ZO)

a sistemului de axe O'x'y’2’ sa fie centru al cuadricei X se reduce la verificarea afirmatiei
logice

VP y,2)eX = P(—2,—y,—2") eX.
Aceasta conditie este echivalenta cu egalitatea

ay1 (2))? + age(y)? + ass(2)? + 2a102"y + 2a132" 2 + 2093y 7' —

dg , 9y , Oy :
——(x0, Yo, 20)r — == (X0, Yo, 2 — — (o0, Y0, 20)%" + g(x0, Yo, 20) =0
8:6( 0: %0, 20) 8y( 0: %0, 20)Y az< 0: Y0, 20) 9(0, Yo, 20)
pentru orice punct P (2,1, 2') € X. Prin scadere, rezulta ca
dg ,, 9y ,, 99 :
a. » 405 a » Y0, a_ y Yo, :O,VP /, /,/EE.
(993(% Yo, 20)7" + ay(l’o Yo, 20)y’ + az(% Yo, 20)% (@' y',2")
Deoarece punctul P(z', 1y, 2") € ¥ este arbitrar, rezulta ca
dg dg . Jg
— (20, Y0, 20) = 0, ==(Z0, Y0, 20) = 0 si = (20, Yo, 20) = 0.
83:( 0, Y0, %0) 8y< 05 Y0, 20) 8z< 0, Y0, 20)
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Observatia 2.4.4 Deoarece determinantul sistemului liniar

(10
——g(l“o, Yo, 20) = 11T + a12Y0 + a1320 + a4 =0
20z
10
——g(ﬂfoa Yo, 20) = @12%0 + A2aYo + A2320 + A24 = 0
20y
10
——g(fCoa Yo, 20) = G13%0 + Ga3Yo + aszzo + azs =0
\ 20z

este
aix G2 13
0= | a2 azp asxs |,
a3 Qa23 0433

rezulta ca urmatoarele afirmatic sunt adevarate:

1. Daca 6 # 0, atunci cuadrica ¥ : g(x,y,2) = 0 are un unic centru C(zg,yo, 20) ale
carui coordonate sunt determinate de sistemul Cramer anterior. Vom demonstra in
acest capitol ca cuadricele cu centru sunt: sfera, elipsoidul, hiperboloidul cu o
pdnza sau douad, conul, un punct i multimea vida.

2. Daca 6 = 0, atunci cuadrica ¥ : g(x,y, z) = 0 ori nu are nictun centru ori admite
o dreapta de centre ori admite un plan de centre. Vom demonstra in acest capi-
tol ca conicele fara centru sunt paraboloidul eliptic, paraboloidul hiperbolic
st ctlindrul parabolic, cuadricele cu o dreapta de centre sunt cilindr: circu-
lari, cilindri eliptici, cilindri hiperbolici, dreapta si reuniunea de plane
secante iar cuadricele cu un plan de centre sunt reuniunea de plane paralele
sau confundate gi mul{imea vida.

2.5 Reducerea la forma canonica a cuadricelor cu cen-

tru (0 # 0)

Sa consideram acum ca ¥ : g(z,y,z) = 0 este o cuadricd cu centrul C(xg, yo, 20), ceea ce
implica 6 # 0. Dupa cum am observat in demonstratia teoremei precedente, efectuand
o translatie a sistemului de axe Ozyz in sistemul de axe O'z’y’z’, unde O’ = C, ecuatia
cuadricei Y devine

> a11($,)2 + a9 (y')2 + (1,33(2,)2 + 2a12x'y' + 2(1,13$/Z, + 2(1,23?/2’, + g($0, Yo, ZQ) = 0.
S& studiem in continuare forma pétratica ¢ : R — R definita prin
0@,y 7)) = a1 (2")* + an(y)? + ass(2)? + 20192y + 2a132"2 + a3y’ 7.

Evident, matricea simetrica atagata formei patratice (¢ in baza canonica a spatiului vec-
torial euclidian gR? este
ai; Giz2 a3
A= Q12 G22 a23
a3 Q23 as33
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Atunci, conform metodei valorilor proprii de reducere la forma canonica a formelor pa-
tratice, existd un sistem de coordonate O’ XY Z in raport cu care forma péatratici ¢ are
forma canonica

O(X,Y,Z) = M X2+ Y2+ N3 22,

unde A1, Ag si A3 sunt valorile proprii ale matricii A.
Evident, valorile proprii A1, A2 si A3 sunt solutiile ecuatiei caracteristice

ap;; — A a2 a13
ai12 a22—>\ a93 :0<:>)\3—I>\2+J>\—5:0
a3 a23 as3 — A

Sa presupunem acum ca baza in care se obtine forma canonica a formei patratice ¢
este baza ortonormata formata din vectorii proprii

e = (£1,82,83), = (n1,Mm2,m3) si €3 = (C1,(2,(3)

corespunzatori valorilor proprii A\;, As si A3. Atunci, rotatia care realizeaza forma canonica
a formei patratice ¢ este data de relatia matriceald

' SEE/S X
Y =| & m G Y |,
2 §s n3 Qs Z
unde matricea
&1 m G
R = §a M2 Co
§s n3 Qs

verifica relatia det R = 1.

Observatia 2.5.1 In aplicatii vom renumerota, dacd este cazul, valorile proprii A, \o §i
A3 g1, implicit, vectorii proprii ortonormati €1, €y §i €3, astfel incdt

detR =1.

In urma rotatiei de mai sus, expresia ecuatiei cuadricei ¥ devine
> )\1)(2 + )\2Y2 + )\322 + g(l'o,y(), ZO) = 0.

Evident, matricea cuadricei 3 in sistemul de axe O’ XY Z este

M0 0 0
— 10 x 0 0
A=l 0 0 x 0

0 0 O g<x07y0720)

Tinand cont de invarianta lui A si J la translatii si transformari ortogonale de coordonate,
deducem ca
A= (A1 A2+ A3) - 920, Y0, 20) 810 = A1+ Az - A3,
adica
A
g(':COv Yo, ZO) = g
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In concluzie, in urma unei roto-translatii convenabile, ecuatia cuadricei ¥ cu centrul
in punctul C(zo, yo, 2z0) poate fi scrisa in forma canonica:

A
E )\1X2+)\2Y2+)\3Z2+g =0.

Teorema 2.5.2 (Clasificarea cuadricelor cu centru (§ # 0)) Daca
Yigx,y,2) =0

este o cuadrica cu centrul in punctul C(xg, Yo, 20), atunci cuadrica ¥ poate reprezenta in
spatiu una dintre urmatoarele figuri geometrice: un elipsoid, in particular o sfera, un
hiperboloid cu o pdnza sau doua, un con, un punct sau multtmea vida.

Demonstratie. Tinadnd cont de ecuatia canonica a cuadricei Y2, avem urmatoarele situatii
posibile:
1. A #0;

(a) Dacd Ai, A9, A3 sunt de acelagi semn, contrar semnului termenului liber 5
atunci cuadrica Y este un elipsoid;

(b) Dacid numai doud valori proprii au acelagi semn, atunci cuadrica ¥ este un
hiperboloid cu o pdnza sau doud;

A
(c¢) Daci A\, A2, A3 s — au acelasi semn, atunci cuadrica ¥ este multimea vida;

4]
2. A =0;

(a) Dacd numai doud valori proprii au acelagi semn, atunci cuadrica ¥ este un con;

(b) Daca A1, Ay si A3 au acelasi semn, atunci cuadrica ¥ este un punct care este
exact centrul C(zg, yo, 20)-

2.6 Reducerea la forma canonica a cuadricelor fara cen-
tru (6 =0)

Fie ¥ : g(z,y,2z) = 0, unde
9(z,y,2) = and®+ axny® + a2’ + 212y + 201372 + 2a03yz +
"—20,14% + 2a24y + 2a34z + Qy44,

o cuadrica cu 0 = 0. Reaminitm ca, in acest caz, sistemul liniar

(10g
——— =a11T +apy +azz+ay=0
20z
10g
—2= = Q12T + Ay + A232 + agq = 0
20y
10g
——— = 13T + a3y + az3z +azy = 0
20z
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este ori incompatibil ori compatibil simplu nedeterminat ori compatibil dublu nedeterminat.
Cu alte cuvinte, cuadrica ¥ ori nu admite niciun centru de simetrie ori admite o dreapta
de centre de simetrie ori admite un plan de centre de simetrie.

Definitia 2.6.1 O cuadrica ¥ : g(z,y,z) = 0, unde 6 = 0, se numesgte cuadrica fara
centru.

Teorema 2.6.2 (Clasificarea cuadricelor fara centru (§ = 0)) Dacad
Yig(r,y,2) =0

este o cuadrica fara centru, atunci cuadrica X poate reprezenta in spativ una dintre ur-
matoarele figuri geometrice: un paraboloid eliptic sau hiperbolic, un cilindru eliptic,
hiperbolic sau parabolic, o reuniune de plane secante, paralele sau confundate, o
dreapta sau multimea vida.

Demonstratie. Si consideram din nou forma pitratica ¢ : R® — R definita prin
p(,y,2) = annx® + agy® + ags?® + 20107y + 201372 + 2a03y2,

unde a?; + a3, + a2; + a3y + als + a3y # 0. Matricea formei pétratice ¢ in sistemul de
coordonate Oxyz este evident matricea simetrica

aix a2 Qi3
A= a12 Q22 (23 )
@13 Q23 Q33

unde det A = § = 0. Mai mult, valorile proprii A{, Ay si A3 ale matricii A sunt radacinile
ecuatiei caracteristice

a; — A Q12 a13
a2 Qoo — A a93 :0<=>)\3—I>\2+J)\:0,
a13 23 asz — A

adica valorile proprii sunt, dupa o eventuala renumerotare, A;, Ao € R si A3 = 0, unde
)\1+)\2:I§1 )\1)\2:J.
Daca notam acum cu

e = (§1>§2>€3)a €y = (771>772’773) sies = (Cla C2aC3)

vectorii proprii ortonormati corespunzatori valorilor proprii A\, As € R si A3 = 0 si
efectuam rotatia

T §&Gom G !
Y = §a My Co Y )
z §s 13 Qs 4
unde matricea
&om G
R = §a M2 Qo
§5 n3 Qs
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verifica egalitatea
det R =1,

atunci ecuatia cuadricei X se rescrie sub forma
YA (2)? + X (y)? + 2d),0" + 2aby + 2ah,2" + aly, = 0.

Evident, matricea cuadricei ¥ in sistemul de coordonate Oz'y'z" este matricea simetricd

)\1 0 0 CL/14
A=l 0 0 0 a

/ / / /
A1q Ggq Q34 Gyy

Deoarece trecerea de la sistemul de coordonate Oxyz la sistemul de coordonate Ox'y'z’
s-a facut printr-o rotatie, deducem ca invariantul A are valoarea

A = —J(ag)*.

Vom considera in continuare urmatoarele cazuri posibile:

[ A .
1. Daca A # 0, atunci J = My #0sia}y, =+ 7 # 0. In aceastda situatie, efec-

tudm o translatie a sistemului de axe Ox'y’z’ in sistemul de axe C XY Z, translatie
definita prin

=X+ xg
Y =Y +yo
2 =7+ z,

unde punctul C'(xg, yo, 20) este ales astfel incat ecuatia cuadricei ¥ sa capete o forma
cat mai simpla. Deoarece efectudnd o asemenea translatie ecuatia cuadricei ¥ se
reduce la

% M X2 NY 424, 7 + 2(Mxo + aly) X+ 2(Nayo + aby) Y+

A28+ Aoyp + 20,70 + 2ab,y0 + 2ak,20 + aly = 0,
determinam punctul C(zg, Yo, 20) impunand conditiile
)\1.:(:0 + a34 = O
A2y + any, =0
M2 + Aoy + 2a) 470 + 2ab4y0 + 2ab420 + alyy = 0.

Este evident ca acest sistem are o solutia unica

(L
A1
/
a
Gy
o=
2
2 2 ! ! I
_ g+ Aoy + 2a14%0 + 2a5,Y0 + Gy
zZ0 — 20/ .
\ 34
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si deci ecuatia cuadricei X se poate scrie sub forma canonica

2:A1X2+A2Y2i2,/—%-zzo.

Prin urmare, cuadrica X este:

(a) un paraboloid eliptic dacd J = A;Ag > 0;

(b) un paraboloid hiperbolic daca J = A\ g < 0.

2. Daca A =0sgi J = M # 0, atunci aj, = 0. In aceastd situatie, ecuatia cuadricei
3] se scrie sub forma

YA ()2 4 Na(y))? + 2ad) 40" + 2ah,y + aly, =0,

adicd avem de-a face cu o ecuatie polinomiald de gradul doi in 2’ si 3 ce poate fi
pusa sub forma

RPN ZL‘,—F% 2+)\ /_I_% 2+a/ _(a/14)2_(a/24)2_0
A A 2y Ao 44 A Ao - Y

Efectuand acum translatia in spatiu

a
X=o+-2
A1
a/
Y = 4+ 24
Z/+)\2
Z =7,

\
deducem ca ecuatia cuadricei ¥ se scrie sub forma
2 2 0
E:)\lX _'_)\QY +a44:O,
unde

2 2
aZ4 — a214 _ <a34) o (al24)
A1 Ao

Prin urmare, cuadrica X este:

X " .
(a) daca alf, # 0;
i. un cilindru eliptic daca A\, Ay au acelasi semn, contrar semnului lui af,;
ii. un cilindru hiperbolic daca J = Ay < 0;

iii. multimea vida dacd A1, Ay si aj, au acelasi semn;
(b) daca aj, = 0;

i. o reuniune de plane secante daca J = A1y < 0;
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ii. o dreapta daca J = Ay > 0.

3. Daca A =0si J = My =0, atunci A\; = 0 sau Ay = 0. Presupunénd ca \y = 0,
ecuatia cuadricei X se scrie sub forma
YA (2))? + 2a),7" + 2aby + 2ah,2 +aly, =0,
unde \; = I # 0, adicd avem de-a face cu o ecuatie polinomiald de gradul doi in z’

ce poate fi pusa sub forma

/

2
) 1 Qg 1o A, (@/14)2 _
Y:l|x +T + 205,y + 20342 + ayy — =0.

Efectuand acum translatia in spatiu

I
a
SL’” — .T,—I— 14
I
"o 1
=Y
Z” _ Z/,

deducem ca ecuatia cuadricei ¥ se scrie sub forma
"\2 roon 1o n "
Z . I(x ) + 2(1,24y + 2@342 ‘I‘ a44 — 0,

unde

(@/14)2
7

"o
Ayq = Qyq —

(a) Dacd k = (ab,)* + (ab,)* # 0, atunci, efectuand rotatia in spatiu definita prin

(2" =X
1
y' = (dh,Y — ay2)
V(@)% + (ah)?
1
2= (dhY — ay,2),
2 2
@)+ (@)

ecuatia cuadricei X se scrie sub forma

] a//
Yo IX?P42%Y +d, =0y = ——X%2 4
AR ayy ok ok

Prin urmare, cuadrica X este un cilindru parabolic.
< 2 2 . . . . -
(b) Dacd k = (aby)” + (ah,)” = 0, atunci ay, = as, = 0 i deci ecuatia cuadricei ¥
este

n
S I(@")? +dl, =0 (27)2 + % —0.

Prin urmare, cuadrica > este:
"

. . L a
i. o reuniune de plane paralele daca % < 05

ii. o reuniune de plane confundate daca aj, = 0;
n

e . N 1% ~ a/
iii. multimea vida daca % > 0.
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2.7 Metoda roto-translatiei pentru recunoasterea cua-
dricelor

Sa considerdm o cuadrica
Y :g(z,y,2) =0,

unde

g(@,y,2) = anr®+ agy® + a2z’ + 2197y + 2a1372 + 2a93yz +
"—20,14% + 2a24y + 2a34z + Qy44,

cu conditia a?; + a3y + a3; + a3y + als + a3 # 0. Fie A, 6, I si J invariantii metrici ai
cuadricei . Atunci, pentru o mai clara sintetizare a rezultatelor din sectiunile precedente,
vom utiliza urmatoarea terminologie naturala:

1. Cuadrica ¥ pentru care A # 0 (elipsoid, hiperboloid cu o panza sau doud, parabo-
loid eliptic sau hiperbolic sau multime vidd) se numegte cuadrica nedegenerata.

2. Cuadrica X pentru care A = 0 (con, cilindru eliptic, hiperbolic sau parabolic, re-
uniune de plane secante, paralele sau confundate, dreaptd, punct sau multime vida)
se numeste cuadrica degenerata.

3. Cuadrica X pentru care § # 0 (elipsoid, hiperboloid cu o panza sau doud, con,
punct, multime vida) se numeste cuadrica cu centru.

4. Cuadrica ¥ pentru care § = 0 (paraboloid eliptic sau hiperbolic, cilindru elip-
tic, hiperbolic sau parabolic, reuniune de plane secante, paralele sau confundate,
dreaptd, multime vida) se numeste cuadrica fara centru.

Sa presupunem acum ca invariantii metrici A i J ai cuadricei X verifica relatia
2 2
A®+ J7#0,

adica cuadrica ¥ nu este un cilindru parabolic sau o reuniune de plane paralele sau
confundate. In acest context, putem scoate in evidenta urmatorul

Algoritm de reducere la forma canonica a cuadricei X
-Metoda roto-translatiei in spatiu-

1. Se asociazé cuadricei Y forma patraticd ¢ : R? — R, definitd prin

o(x,y,2) = a112® + axy® + azzz® + 2a107y + 201372 + 2a93y7,

si se scrie matricea simetrica

aix aiz i3
A= a12 d22 G23
@13 Q23 433

a formei patratice ¢.
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2. Se calculeaza valorile proprii A\;, Ay si A3 ale matricii A ca radacini ale ecuatiei
caracteristice (ecuatia seculara)

agl — A a12 ai3
aio a22_)\ a93 :O<:>)\3—I)\2+J)\+5:0
ais az3 ags — A

3. Se calculeaza subspatiile proprii

a;; — A\ Q12 a3 x 0
V,\l = ('Ta Y, 2) 12 a2 — A\ @23 ) = 0 )
a3 23 asz — A\ z 0

ap; — A2 Q12 a3 x 0
a2 a2 — Ao a23
a13 23 asz — A2 z 0

<
I
o

ai12 a2 — A3 a23
a3 23 asz — A3 z 0

<
I
o

{ .
ai — A3 a2 a13 T 0
(z,y,2
unde (z,y, z) € R3, corespunzitoare valorilor proprii A1, Ay si A3 ale matricii A.
4. Printr-o eventuala renumerotare, se aleg

€1 = (£1,82,83), €= (n1,Mm2,m3) i €3 = (C1,C (3)

vectorii proprii ortonormati corespunzatori valorilor proprii A1, As si A3 astfel incat

det R =1,
unde

&6 m G

R = §a Mo (o

§s m3 (3

5. Se efectueaza rotatia

T x

e R y/

z 2

in urma careia ecuatia cuadricei X devine
YA (@) 4 Aa(y)? + A3(2')? + 2a7,2" + 2ahyy + 2a4,2" + aly =0,

!/ !/ / /
unde ayy, Gy, azy, ayy € R.

6. Fortand factorii comuni A;, Ag si A3 (daca este cazul) si restrangand patratele des-
compuse, se rescrie ecuatia cuadricei ¥ sub forma

Y A2 4 20)? + A (i +10)2 + As(2 + 29) +a =0,

unde zg, Yo, 20, @ € R.
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7. Se efectueaza translatia

X =12+
Y =y +yo
Z =2+ 2z

si se scrie ecuatia canonica
Y MXZ A+ NY?+ A2+ a=0.
8. Se recunoagte cuadrica .

Observatia 2.7.1 Dacd a2 = a13 = asz = 0, atunci metoda roto-translatier incepe direct
de la punctul (6).

Exemplul 2.7.2 Utilizand metoda roto-translatiei in spatiu, sa se reduca la forma cano-
nica §i sa se recunoasca cuadrica

Ya?+3y% +4yz — 62+ 8y +8=0.
Pentru a gasi forma canonica a cuadricei ¥ sa consideram forma patratica
o(x,y, 2) = 2> + 3y + dyz

a caret matrice este matricea simetrica

1
A=10
0

N W O
S NN O

Ecuatia caracteristica a matricii simetrice A este

1I-Xx 0 0
0 3-)X 2 |=02(1-XXN=31x-4)=0
0 2 =)

st deci valorile proprii ale matricii stmetrice A sunt
)\1:1, )\2:—1 §Z)\3:4

Subspatiul propriv Vi, corespunzator valorii proprii \y = 1 este

00 O x 0
V)q = (x,y,z) €R? 0 2 2 Yy = 0 =
0 2 —1 Z 0
= {(z,9,2) €R® |y+2=0,2y—2=0} =
= {(2,0,0) | z €R}.
Subspatiul propriu Vy, corespunzator valorii proprii Ay = —1 este
200 x 0
V>\2 = (l‘, Y, Z) € R? 0 4 2 ) = 0 =
0 21 z 0
{(l’,y,Z)GRS |£E':O, 2y+Z:0}:

= {(0,y,—2y) |y € R}.
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Subspatiul propriv Vi, corespunzator valorii proprii A3 = 4 este

-3 0 O x 0
Vie = ((7,y,2) €R? 0o -1 2 y |=10 =
0 2 —4 Z 0

= {(z,y,2) €R® |2=0, —y+22=0} =
= {(0,2z,2) | z € R}.

Niste vectori proprii ortonormati corespunzatort valorilor proprit i, As §i A3 sunt

1 1
€1 =(1,0,0), &g =—=(0,1,—-2) sies = —(0,2,1),
1= ( ), €2 \/5( ) sies \/5( )
unde matricea
L (V5 000
R=— 0 1 2
\/5 0o -2 1
verifica relatia
det R = 1.
Efectudnd acum rotatia
T x’ x 1 NG x’
y | =R| vV |y |=— 0o 1 2 y | &
z Z z V5 0 -2 1 Z
( r = ..'lj/
y= L(y’+22’)
A 5
1
z=—(=2y + 7,
. 5

ecuatia cuadricer Y se reduce la

Prin formari de patrate perfecte, obtinem

Z:(x'—3)2—(y'—%)2+4<z’+%)2—1:0.

Efectuind acum translatia

(X =a'-3
4
Y=y -—
V5
2
Z=72+—=
\ V5

ecuatia cuadricei X2 se reduce la ecuatia canonica

Z2
Y X2 V2442 - 1=0X: X2 V> 4+ —1=0,

4
adica la ecuatia unut hiperboloid cu o pdnza.
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Exemplul 2.7.3 Utilizand metoda roto-translatiei in spatiu, sa se reduca la forma cano-
nica §i sa se recunoasca cuadrica

Y :2y? + 4oy — 8xz — dyz 4+ 62 — 5= 0.
Pentru a gasi forma canonica a cuadricei ¥ sa consideram forma patratica
o(z,y,2) =2y + 4oy — 8xz — dyz

a caret matrice este matricea simetrica

0o 2 -4
A= 2 2 =2
-4 =2 0

Ecuatia caracteristica a matricii simetrice A este

O |
22—\ -2 |=0&-AA+4)A—6)=0
—4 -2 =)

§1 deci valorile proprii ale matricii simetrice A sunt
)\1:0, )\2:—4 §Z)\3:6

Subspatiul propriu Vy, corespunzator valorii proprii Ay = 0 este

0 2 —4 x 0
W = {(2,9,2) €R’ 2 2 -2 y | =10 =
-4 -2 0 z 0

= {(z,y,2) R’ |y—22=0, z+y—2=0,22+y=0} =
= {(-2,22,2) | ze R}.

Subspatiul propriu Vy, corespunzator valorii proprii Ao = —4 este
4 2 —4 x 0
Vv, = R (z,y,2) € R 2 6 -2 =10
-4 =2 4 0
= {(z,y,2) €R® | 204y —22=0, :(:—|—3y—2—0}:

= {(2,0,2) | zeR}.

Subspatiul propriv Vi, corespunzator valorii proprii A3 = 6 este

-6 2 -4 T 0
V)\3 = (':Cuyv Z) S R3 2 —4 —2 Y = 0 =
—4 -2 —6 z 0

= {(z,y,2) €eR’ | =3x+y—22=0,0-2y—2=0,22+y+32=0} =

= {(-2,—2,2) | z € R}.
Niste vectori proprii ortonormati corespunzatori valorilor proprii A1, Ao §t A3 sunt
1

1 1
El= —=(=1,2,1), B = —=(1,0,1) §i 8 = —=(1,1, —1),
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unde matricea

N S
V6 V2 V3
N
| V6 V3
I
V6 V2 V3
verifica relatia
det R = 1.
Efectudnd acum rotatia
11
| ovE Vs
T T T 9 1 T
y | =Rl YV ey ]|=] = 0 —=% y | e
z z z V6 V3 Z
L1 1
6 V2 V3
( 1 4 1 4 1 ,
T =——x 4+ — —z
NG 2 B
& 2 "+ L
= —g +—z
RV ARV
Z—ix/_l_i/ iz/
SRV ARV ARV S

ecuatia cuadricer Y. se reduce la
Y —4(y)2 4 6(2)% — V6r' 4+ 3v2) +2v32 — 5 =0.

Prin formari de patrate perfecte, obtinem

2 2
E:—4(y’——3\8/§> +6<z’+§> —Véx’—%:(l

Efectudnd acum translatia

( 35
X=2a+—
8/6
y gy 32
8
Z =7+ é,
\ 6
ecuatia cuadricei X2 se reduce la ecuatia canonica
y: 72
Y —4Y? 4622 - VX =0 D ———= 4+ = = X,
V6 Ve
4

adica la ecuatia unui paraboloid hiperbolic.
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Exemplul 2.7.4 Utilizand metoda roto-translatiei in spatiu, sa se reduca la forma cano-
nica §i sa se recunoasca cuadrica

Y:a? 4yt 4522 — 6oy + 202 — 2yz — 4w+ 8y — 122 4+ 14 = 0.
Pentru a gasi forma canonica a cuadricei ¥ sa consideram forma patratica
o(z,y,2) = 2> +y* +52% — 6zy + 202 — 2y2

a caret matrice este matricea simetrica
A= -3 1 -1

Ecuatia caracteristica a matricii simetrice A este

1-x -3 1
3 1-A -1 |=0&-(A+2)(\—9A+18)=0

§t deci valorile proprii ale matricii simetrice A sunt

)\1:—2, )\2:3 §Z)\3:6

Subspatiul propriu Vy, corespunzator valorii proprii \y = —2 este
3 -3 1 x 0
Vv, = < (z,y,2) € R -3 3 -1 Y 0
1 -1 7 z 0
= {(x,y, 2)€ER® |3z —3y+2=0, x—y+7z-0}:

= {(z,2,0) | z € R}.

Subspatiul propriu Vi, corespunzator valorii proprii Ay = 3 este

-2 -3 1 x 0
Vi, = R (7,y,2) €R? -3 -2 -1 y |=10 =
1 -1 2 z 0

= {(z,y,2) €R’ | 2043y —2=0,3c+2y+2=0, s —y+22=0} =
= {(—Z,Z,Z) |Z€R}

Subspatiul propriv Vy, corespunzator valorii proprii A3 = 6 este

-5 -3 1 x 0
Vie = S (zy.2)eR || =3 =5 —1 y | =10 _
1 -1 -1 2 0

= {(z,y,2) €R® | bx+3y—2=0,32+5y+2=0, z—y—2=0} =
= {(z,—z,2z) | z € R}.
Niste vectori proprii ortonormati corespunzatori valorilor proprii A1, Ao §t A3 sunt
1 1 1
e =——(1,1,0), & (—1,1,1) gies = (1,-1,2),

V2 V3 NG
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unde matricea

I
V2 V3 b
e |l Lo
S v2 V3 V6
, L2
V3 V6
verifica relatia
det R = 1.
Efectudnd acum rotatia
1 1 1
| iV,
x x x 1 1 1 x
y | =R vV |elyv|=| 5 & % y | e
z z z V2 \{g ;/6 2
0 - N
V3 V6
( 1 / 1 /_'_1 /
r=—=1 —— —z
V2t VBTG
<:> 1 /_'_1 / 1 /
RV
Z—i’_’_iz,
SRV

ecuatia cuadricer Y se reduce la
¥ =2(2)? 4 3(y)2 4 6(2)? 4 2v22" — 6v62 + 14 = 0.

Prin formari de patrate perfecte, obtinem

-2 (;ﬂ-?) +3(y')2+6<z’—§> +6=0.

Efectudnd acum translatia

( X::U’—Q
2
Y=y
Z:z/—@
\ 2’

ecuatia cuadricer Y se reduce la ecuatia canonica

2 2 2 X2 Y2 2
012X 43V 4622+ 6=06 T — -+ o + 20 +1=0,

adica la ecuatia unui hiperboloid cu doua pdnze.
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2.8 Probleme rezolvate

1. Sa se determine centrele si razele sferelor:

(a) Xy 2?4+ y? + 22+ 82 =0;
(b) So:a?+y?+22—52—-T7=0;
() Lg:a?+y*+22—4x —2y — 62+ 10 = 0.

Rezolvare. Formand patrate perfecte, gasim ecuatiile canonice ale sferelor:

(a) Xy : (z+4)"+y%+22 =16 = C1(—4,0,0) - centrul sferei; Ry = 4 - raza sferei;

2
(b) g : 22 + 1% + (z — g) = % = (Y <0,0, g) - centrul sferei; Ry = @ -

raza sferei;

(€) Bg: (2 =2+ (y—1)° + (2 — 3)° = 4 = C5(2,1,3) - centrul sferei; Ry = 2 -
raza sferei. m

2. Se da sfera ¥ : 22 + 3% + 22 + 22 — 6y + 42 — 11 = 0. S& se determine coordonatele
centrului cercului I' (precum si raza acestuia) situat la intersectia dintre sfera X si
planul 7 : 22 —y + 224+ 21 = 0.

Rezolvare. Restrangand patratele in ecuatia sferei, deducem ca sfera are centrul
C(-1,3,—2) siraza R = 5. Distanta de la centrul C' la planul 7 este data de formula
|-2-3-4+21]
V22 + (—1)2 + 22

Raza cercului I se afla folosind teorema lui Pitagora: r = /R? — d? = 3.

Pentru a determina coordonatele centrului O al cercului I', observam ca punctul O
se afla la intersectia dintre planul 7 si dreapta care trece prin centrul sferei C' si este
perpendiculara pe 7. Cu alte cuvinte, coordonatele lui O sunt solutia sistemului

20 —y+22+21=0
r+1 y—3 242
2 -1 2

Gasimca v = —11/3, y=13/3si 2= —14/3. m

3. Sa se determine sfera S in fiecare din urmatoarele cazuri, cunoscand ca:

(a) este tangentd la planul 7 :  — z = 0 gi are centrul C'(2,0,—3).

(b) trece prin punctele necoplanare O(0,0,0), A(0,0,1), B(0,1,0) si C(1,0,0).

Rezolvare. (a) Raza sferei este R = d(C,7) = 5/v/2. In concluzie, ecuatia sferei

este
s _ 25

S:(z=2°+y"+(2+3) >
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(b) Fie C(a, B,7) centrul sferei ciutate si R > 0 raza acesteia. Ecuatia sferei este
Si(r—a)’+(y—B)+(z—)"=R"

Punand conditia ca punctele O(0,0,0), A(0,0,1), B(0,1,0) si C(1,0,0) sd apartind
sferei S, gasim sistemul

0124—62—}—’)/2:}%2

a?+ 2+ (1-7)° = R?
o+ (1= p)++7 = B2
(1—a)’+ 8% +9" = R?,

B Prin urmare, ecuatia sferei este

RSN E

1
cu solutiille a = g =~ = 3 si R

. Sa se determine ecuatia suprafetei generate de elipsa mobila

2 2
y_+z_:)\
E)\#Z 25 16

T = p,

unde A\, 1 € R, care se deplaseaza paralel cu ea insasi si se deformeaza sprijinindu-se

pe hiperbola fixa
2 2
_y_ 4+ x_ — 1
H: 25 9

z=0.

Rezolvare. Faptul ca elipsa £}, se sprijina pe hiperbola H se reduce la compati-
bilitatea sistemului de ecuatii (elipsa E), si hiperbola H au doua puncte comune)

(2 2
Y z
_— —:)\
25+16

2 2
v
5 9

1
0.

[\)

T
z

\

Este evident ca sistemul este compatibil daca si numai daca A si u satisfac relatia
p? = 9(\ +1). Folosind acum ecuatiile elipsei F),, prin inlocuirea parametrilor A si
1, gasim ecuatia suprafetei cautate:

Aceasta este ecuatia unui hiperboloid cu doua pénze. m

CUADRICE



5. Sa se determine locul geometric al punctelor din spatiu al caror raport al distantelor
la punctele A(2,—2,3) si B(—2,2, —3) este constant.

Rezolvare. Fie P(z,y,z) un punct mobil in spatiu, care verificd proprietatea din
enunt. Inseamna ca avem

=2+ +2°+(==-3"_ | _,

(@+22+ -2+ (+3)? =

Rezulta ca locul geometric cautat este determinat de cuadrica
Lr(1=N22+ (1= Ny + (1 —N)2%—
—4(14+ Nz +41+ Ny —6(1+XN)z+17(1 =) =0.
Avem urmatoarele situatii:
(a) daca A = 1, atunci cuadrica X se reduce la planul ce trece prin origine (mijlocul

segmentului [AB])
P:2x—-2y+32=0.

Acesta este planul mediator al segmentului [AB].

(b) daca A € (0,1) U (1,00), atunci cuadrica ¥ este sfera

1+2\? 1+2\? 1+2\? 68\
S —2— 2—— -3 =
(”“" 1—A) *(“ 1—A) *(Z 1—A) TS

cu centrul in C'(2u, —2p,31) si de raza R > 0, unde

_lea o VESN

T-x T

I

6. Sa se determine coordonatele centrului de simetrie (in cazul in care acesta existd)
si sa se specifice tipul cuadricelor:

(a) 3y : ba? — 8y* 4+ 5z* — 6z + 8 = 0;
(b) ¥ :a? —y? + 22 — 22y — 222 — 2yz — br — 1 = 0;
(c) B3 :202 +5y2 + 22 —doy + 222+ 22 — 1= 0.

Rezolvare. (a) Cuadrica ¥; este nedegenerata si are centru de simetrie deoarece
A =84 # 0, unde

o -5 0 o 5 0 -3
A= =-1024, 6=| 0 -8 0 |=-—128.

-3 0 5 0 3 0 s

0 0 0 8
Valorile proprii ale matricii care determina pe ¢ # 0 sunt radacinile ecuatiei secu-
lare. Acestea sunt A\ = 2, \y = 8 si A3 = —8. In concluzie, cuadrica ¥; este un
hiperboloid cu doua panze de ecuatie canonica

X2 y2 Zz?
El.z—i-T—T—Fl—O.
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Coordonatele centrului de simetrie al cuadricei ¥; sunt C4(0,0,0) si se deduc prin
rezolvarea sistemului liniar

or — 3z =0

y=10

—3x + 5z = 0.
(b) Deoarece A # 0i 6 # 0, cuadrica 3, este nedegenerata si are centru de simetrie.
Invariantii ortogonali A si 6 au valorile

. Lol
A= 1 | { o |=3%2 0=|-1 -1 -1|=—4
-1 -1 1

-5/2 0 0 -1
Coordonatele centrului de simetrie sunt solutia sistemului liniar

20 -2y — 2z =95
r+y+z2=0
—r—y+z=0,

adica Cy(5/4,—5/4,0). Valorile proprii ale matricii care determina invariantul 6 # 0
sunt radacinile ecuatiei seculare, si anume \; = 2, Ay = 1 si A3 = —2. In concluzie,
cuadrica ¥; este un hiperboloid cu o panza de ecuatie

X2 vy: 7
22:3_—34—@—@—1:0.
16 8 16

(c) Invariantii ortogonali A gi § ai cuadricei X3 sunt

—_ = O
— o O

-1
Cuadrica este nedegenerata si are centrul C5(5,2, —6) dat de solutia sistemului

2v -2y +2=0
—2x+5y=0
r+z=-—1

Valorile proprii ale matricii care determina pe § # 0 sunt solutiile ecuatiei seculare
f(N) =A% —8)\* + 12\ — 1 = 0. Deoarece avem

f0)==1, f(1)=4, [f(2)=-1, lim f(}) = oo,

A—00

deducem ci ecuatia are trei radacini reale pozitive, si anume A\; € (0,1), Ay € (1,2)
si A3 € (2,00). In concluzie, cuadrica X3 este elipsoidul

X2 vz 7
2327—0—7—'—7—1:0.
Mood A
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7. S4a se determine coordonatele centrului de simetrie al cuadricei
Y202 + 57+ 2% —day + 202+ 2y +22—1=0

si sa se efectueze o translatie in acest centru.

Rezolvare. Centrul de simetrie al cuadricei ¥ se determina cu ajutorul sistemului

liniar
20 =2y +2=0
—2z 45y = -1
T+ z=—1,

care are solutia coordonatele C'(3,1, —4). Facand translatia sistemului de axe Ozyz
in sistemul de axe C'z'y’z’, determinata de transformarile r = 2’ + 3, y =4’ + 1 si
z = 7' — 4, cuadrica X capatd expresia

Y202 +50W) + (2) —day + 247 —4=0.
|

8. Sa se reduca la forma canonica si sa se specifice natura si tipul cuadricelor, preci-
zéandu-se roto-translatiile spatiale facute:

(a) Xy : 3622 + y? + 422 + T2z + 6y — 40z + 109 = 0;

)
(b) 8o : 22+ 3y? +4yz — 62+ 8y + 8 = 0;
(c) X3 :2y% +4xy — 8rz — 4yz + 62 — 5 = 0;
(d) Sy a?+y?+522 — 6oy + 202 — 2yz — 4o + 8y — 122 + 14 = 0;
() Us: 202 + 9 +22 -2y + 22+ 2x+y—2—1=0;
(f) 36 : 422 +9y* — 1220y + 22 + 10y +1 = 0.

Rezolvare. (a) Deoarece forma patratica ¢, (z,y, 2) = 3622 +y*+42% a cuadricei 3,
este deja in forma canonica, rezulta ca este suficienta doar o translatie a sistemului
de axe Oxyz pentru a obtine forma canonica. Forméand patrate in expresia lui 3,
obtinem

¥y :36[(x + 1) — 1]+ (y +3)* =9+ 4[(z — 5)* — 25] + 109 = 0.

Efectuand translatia X = x4+ 1, Y =y +3si Z = z— 5 in centrul C(—1,-3,5),
gasim ca Y, este elipsoidul de ecuatie
y: 72
Yo X2 =+ =1
' 36 9
(b) Folosind metoda valorilor si vectorilor proprii, reducem la forma canonica forma
patraticd qx(z,y,2) = 22 + 3y* + 4yz a cuadricei Xy. Valorile proprii ale matricii
acestei forme patratice sunt solutiile ecuatiei seculare

I-Ax 0 0
0 3—-X 2 [=(1-NAN\=3\—-4)=0,
0 2 =
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adica Ay = 1, Ay = 4 ¢ \3 = —1. Bazele ortonormate ale subspatiilor proprii
asociate sunt

o= o0y, 5= fre (02 L))

- (5 3))

Acestea produc rotatia spatiald directa sau pozitiva (de determinant egal cu unu)

x 1 V5 0 0 x’
y | =— 0o 1 2 Y
z V5 0 -2 1 2

Efectuénd schimbarea de coordonate (rotatia spatiala directd)

( /

rT=x
v ==y +2)
V5
1
2 =—=(—2y +7'),

(Vb

in urma calculelor, expresia cuadricei 5 se reduce la

1
Syt () = () +4(2)° — 62’ + %y’ + 7652’ +8=0¢«

22:(93/—3)2—(y’—%)2+4(z’+%)2—1:0.

Efectuénd acum translatia X =2’ —3,Y =y —4/V/5 1 Z = 2/ + 2/y/5, deducem
ca cuadrica X5 este hiperboloidul cu o panza

ZQ
ZQ:XQ—Y2+T—1:0.

4

(c) Matricea formei patratice g3(z,y, z) = 2y* +4xy — 8xz — 4yz a cuadricei X3 este

0o 2 -4
Az = 2 2 =2
-4 =2 0

Valorile proprii ale acestei matrici sunt radacinile ecuatiei seculare, si anume \; = 0,
A2 = —4 si A3 = 6. Baza ortonormata in care se obtine forma canonica a formei
patratice g3 este

B = {a _ % (—1,2,1)}, By = {52 - % (1,0,1)},
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In concluzie, vom efectua rotatia spatiala directa

1 _1 _\/5 \/g -:C/
vl=7| 2 2o v e
- 6 1 V2 3 o

(=" = V2y +V/32)
(22" — v2y)

= Yy =

S-Sl

1
z= —6(:U’ + 2y +/32).

&l

\

In urma rotatiei, expresia cuadricei X3 se reduce la

S3:6 () —4(2) — V62 —2V3y +3vV22 =5 =0

23:6<y'—£> —4(2'—3—\/§> —\/6:6'—3—85:0.

Efectuand acum translatia

Y=y - X2
Y77

Z:z’—g—\/§

\ 8 7

deducem ca cuadrica X3 este paraboloidul hiperbolic

Y2 72
D3 = — = = V6X.
1 1
6 4
(d) Forma patratica asociata cuadricei ¥4 este

wu(z,y,2) =22+ y* +52° — 6zy + 202 — 2y2.

Aplicand metoda transformarilor ortogonale de reducere la forma canonica a formelor
patratice, obtinem ca baza ortonormata in care gasim forma canonica este

1 1 1
B = {azﬁ(l,m), 52:%(—1,1,1), 53:%(1,—1,2)} C R3.

Aceasta este formata din vectori proprii ortonormati, corespunzatori valorilor proprii
A1 = —2, Ay = 6 51 \3 = 3. Efectuand rotatia spatiala directa

T 1 V3 V2 1 '
y | = 7 V3 V2 -1 y | e
5 6 0 \/5 9 o
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xr =

(VB — By + 2

~ S

6
<J&+J@—m

%\

(\/_y +22),

%\

obtinem cuadrica

4 36
+—2'——=+14=0%

Sy —2(2) +3 ) +6(2)° 7 7

Efectuand translatia

1
X=a——
V2
Y =19
3
7=
| V6

gasim hiperboloidul cu doua panze

X2 y?
Yy —?+7+Z2+1:0.

(e) Matricea formei patratice gs(z,y, z) = 22 + y* + 22 — 2xy + 222 a cuadricei X5
are valorile proprii Ay = 0, Ay = 1 si A3 = 3. Baza ortonormata de vectori proprii
in care se obtine forma canonica este

1 1 1
B:{Elzﬁ(la]w_l)a EZZE((L]-)l)a 63:%(27_191)} CRs'

Prin urmare, facidnd rotatia spatiala directa

x 1 V2 0 2 x

y |=—%=| V2 V3 -1 y | e
:) YS\-va vz 1 )\
x:%(\/ﬁx’+2z’)
(\/_:c+\/_y—2)

(fx+fy+z)

SI

SI

\

expresia cuadricei Y5 se reduce la

4 2
S50 (1) 4+3(2) 4 =1’ =2 —1=0s

VR
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es /)" +3

In final, efectuand translatia

\

24—

1
Z=24+—=

3v6’

rezulta ca cuadrica Y5 este paraboloidul eliptic

25:

72 4

Vig 0 =——X.
LRV
3

(f) Reducand prin metoda valorilor si vectorilor proprii (a transformarilor ortogo-
nale) la forma canonica forma patratica

g6,y

,2) = 42* + 9y* — 122y,

gasim valorile proprii A\; = 0, de multiplicitate algebrica m; = 2, si Ay = 13, de

multiplicitate algebrica ms = 1
obtine forma canonica este

. Baza ortonormata de vectori proprii in care se

1 1
B=<{e=—(3,2,0), &=(0,0,1), &3 = ——(2,-3,0) p C R?.
{620, =001, a-—=e-50)
Efectuand rotatia spatiala directa
x 1 3 0 2 x’
y |=—1[ 2 0 =3 Yy | e
2 VB0 VI3 0 %
( 1
r=—=(32" +22')
13
1
~ / /
= —(22" — 32
=75 )
\Z—y,’

in urma calculelor, expresia cuadricei >4 se reduce la

S : 169 (2)?

-

Efectuand acum translatia

/

V13

z - —

169

+2v137 —2V137/ +1 =0 <

)-o

6

>2+2\/ﬁ(x/+

13v/13
( 6
X =2+
13v/13
Y =19
7 = '——\/ﬁ
- 169’
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deducem ca cuadrica Y4 este cilindrul parabolic
Y6 : 16927 + 2V 13X = 0.
]
Sa se afle ecuatia diametrului cuadricei
Y 4?4697 +42° +4ve — 8y — 42 +3=0,

care trece prin punctul A(0,0,2).

Rezolvare. Coordonatele centrului de simetrie al cuadricei au valorile 2o = —1/3,
Yo = 2/3 si 2o = 2/3, ca solutie a sistemului

20 +2=0
3y—2=0
2z +x =1.

In concluzie, ecuatia diametrului cautat este ecuatia dreptei ce trece prin A si centrul

cuadricei, adica
z— 2

1T 2 A

Sa se determine ecuatia planului tangent 7 la paraboloidul eliptic

2

+y° =2z,

2
T
Y=
9

care este perpendicular pe vectorul 7 = i — k.
Rezolvare. Toate planele din spatiu perpendiculare pe vectorul v sunt determinate
de fascicolul de plane paralele

my:x—2z+A=0, A€R.
Alegem dintre aceste plane pe acela care are un singur punct comun cu paraboloidul
eliptic X, adica pe acela care are proprietatea ca sistemul de ecuatii

2

x 2

il —9
9+y z
r—z+A=0,

are solutie unica. Scotdnd x = z — A\ din a doua ecuatie si introducénd in prima
ecuatie, obtinem

2 (2 —A)?
Yy =2z 9
Unicitatea solutiei ecuatiei in y implicd ecuatia (z — \)? = 18z. Punand conditia ca
discriminantul s& se anuleze, gisim A\ = —9/2. In concluzie, ecuatia planului ciutat
este 9
mTix—2Z 5 = 0.
|
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11. Se da paraboloidul hiperbolic
YXi———=uy.
9o 177

Sa se calculeze unghiul dintre generatoarele rectilinii ale cuadricei X, care trec prin
punctul A(3,1,0).

Rezolvare. Prin punctul A(3,1,0) trec doud generatoare ale paraboloidului hiper-
bolic Y. Este vorba despre generatoarele

X 4
L _y_Z-0 L+ 220

P L J 3 Y3
S I N R
3+2 ’ 3 2 e

Vectorii directori ai acestor generatoare sunt:

- - 1+ - 1- ] B
o= (15517 Loy L 1. 1o
Ur=1 <3Z J 5 )x (3z+2 ) 2@ 3]+3 )

- - 1= - 1-— - 1- 1-

In concluzie, unghiul ¢ dintre generatoarele dy—; si d,—; este dat de formula

(Ur=1,Tp=1) 9
COS P = —= — =——.
P Tl 17

12. Sa se determine locul geometric al punctelor de pe hiperboloidul cu o panza
2 2
x z
Y= -+ = —1=0,
PR
prin care trec generatoare rectilinii perpendiculare.

Rezolvare. Deoarece generatoarele de la infinit (cele care se intersecteaza) nu sunt
perpendiculare, vom studia problema doar pentru generatoarele

T VA xXr zZ
)2 A (1 2) L) “<+2
A xX _1 1 z ’ woe £_|_ —l(l_i)’
2+y_)\(+2) 2 TV T 9

unde A, u € R*, ale caror vectori directori sunt

_ - - A+ - - 1=
Uy = <§z—j+§k)x(§z+]—ﬁk)—
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Fie M (a, 3,7) un punct de pe hiperboloidul cu o panza . Cu alte cuvinte, avem
Yol 482+ 42 =4
Prin punctul M trec doua generatoare corespunzatoare valorilor

a—2f3 a—2p3
A= , = , +2.
2—7 a 2+ (s

Conditia de perpendicularitate a generatoarelor d si d, se reduce la

U3, 0,) =0 52 =3\ +p?) — 16 Au+5=0«

8+ V15 - (u2 +1) \/§
&= +4/2.
=3 , e F 5

Inlocuind A si g, in urma calculelor, obtinem cuadricele
S, 1502 42082 +59% — 2008 F 4V15 - By F4V15-a — 12y — 44 = 0.

In concluzie, locul geometric cerut este format din punctele M (o, B,7), ale caror
coordonate verifica ecuatiile cuadricelor X si 3, respectiv X si 3. Cu alte cuvinte,
punctele M apartin multimii (X N 3}) U (X NX,), din care se scot punctele impuse
de conditiile de existenta de mai sus. m

2.9 Probleme propuse

1. Sa se determine centrele si razele sferelor:

(a) Zp:a?+y?* + 22+ 12— 3y +52+8=0;
(b) g : 222 +2y2 +222 —x +y —22=0.

1
R. (a) C; <—§, g, —g) - centrul sferei; Ry = ? - raza sferei;

1 11
(b) Cy (Z’ T 5) - centrul sferei; Ry = 2—\/\/% - raza sferei.

2. Fie sfera S : 22+ y? + 22 — 20+ 4y + 1 = 0. S& se determine raza cercului obtinut
prin intersectia sferei cu planul 7 :  — 2y + 2v/52 = 0.

R.r =/3.

3. Sa se determine sfera S, in fiecare din urmatoarele cazuri:

(a) trece prin punctele necoplanare 0O(0,0,0), A(a,0,0), B(0,b,0) si C(0,0,c),
unde a > 0, b > 0 i ¢ > 0;

(b) are centrul pe dreapta d : x = 2y — 2 = 2z + 4, trece prin punctul A(1,1,0) si
este tangentd dreptei d' : 20 — 2 =2y — 2 = z;
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(c) are centrul situat in planul 7 : z + 2y — 2 — 1 = 0 si trece prin cercul
2+ —dr—4y—22+5=0
I:
r4+y—z—4=0.
R. (a) S: 2+ 9>+ 2% —ax — by — cz = 0;
(b) S:(x =2+ (y =2+ (2 +1)*=3;

(c) Sfera ciutatd apartine familiei de sfere
Sy:a? P+ —do —dy—22+5+ (v +y—2—-4)=0, NER.

Punédnd conditia ca centrul acestei sfere sa apartina planului 7w, gasim valoarea
A = 2. Deci, sfera cautata are ecuatia

S+ +22—20-2y—42-3=0%
S:(z—1P2+y—-1)>+(z—-2?2=09.

4. Sa se determine valoarea parametrului A € R, astfel incat planul 7 : x4+y+2—A =0
sa fie tangent la sfera

S+ + 22+ 20 —4y+2=0,

si sa se afle coordonatele punctului de contact dintre acestea.
R. )\1 = —2, P1<—2,1,—1), )\2:4, PQ(O,?), 1)

5. Se da un tetraedru tridreptunghic SABC'. Din varful S se coboara perpendiculara
pe planul ABC' si se prelungeste pana se intersecteaza cu sfera circumscrisa tetrae-
drului. Sa se arate ca 3SP = SI, unde P este piciorul perpendicularei pe planul
triunghiului ABC' iar I este punctul de intersectie cu sfera.

R. Dacd avem S(0,0,0), A(a,0,0), B(0,b,0), C(0,0,c), unde a > 0,b > 0sic >0,

atunci

3
1 1 1

a2+b2+02

SI =3SP =

6. Sa se determine ecuatia planului diametral al cuadricei
Yot 42y? — 22 —day+ 6y — 4z —2 =0,
care este paralel cu planul 7 : 2z —y — 2z = 0.
R.7mg:40 -2y —22—-13=0.
7. Sa se determine centrul de simetrie al cuadricei
S a? 4 5y + 22 + 2wy + 62z + 2z — 22 4 6y + 22 = 0,

precum si un reper in raport cu care cuadrica admite forma canonica.

R. Centrul cuadricei este C'(—1/3,—2/3,2/3). Reperul cautat OXY Z are originea
in centrul O = C si are directiile axelor OX, OY si OZ determinate de versorii
1 1

e = —=(=1,0,1), = —=(1,—1,1), &= —=(1,2,1).
2 \/5( ), € ( ), €3 \/6( )

Sl
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8. Sa se reducd la form& canonica (precizandu-se roto-translatiile spatiale efectuate) si

s& se recunoasca cuadricele:

(a) 3y :5z? — 8y* 4+ 522 — 6wz + 8 = 0;

(b) Xg: 2% —y?+ 2% — 20y — 202 — 2yz — Hr — 1 = 0;
(c) Ng:a?+y?+ 22— 20y — 120 + 4y + 62 — 3 = 0;
(d) By —4y? — 422 + 10yz + 22 + 2y + 22 + 3 = 0;
(e) X5 :x% +2y* + 22 — 2wy — 2yz + 62 — 6y + 8 = 0;
(f) D6 : a2 +y? + 22+ 20y — 120 + 4y + 62 — 3 = 0;
(g) 7 :2y* + 4oy — 8x2 — dyz + 62 — 5 = 0;

(h) g :42? +9y? — 122y + 22 + 10y + 1 = 0;

(i) Bg: 22+ 2y* + 22 — 22y — 2yz + 62 — 6y + 9 = 0;
() Zio: 22 +4xy—1=0.

e

)

Y2
R. (a) X : — X2+ — + Z%+1 = 0 - hiperboloid cu dou# panze; C(0,0,0) - centrul

4
1 1
cuadricei; e = (0,1,0), & = —(1,0,1), 85 = —(1,0, —1) - directiile axelor C' X,
L= (0101 %= Z2(10.1). % = —(1.0,-1)
CY siCZ.
(b) X : X2 +2Y2% 272 — 33/8 = 0 - hiperboloid cu o panz;
5 5 1 1
C|-,——,0] - centrul cuadricei; e, = —(1,—1,1), e&a = —(1,0,—1), €3 =
(5-39) (R T I
1
—(1,2,1) - directiile axelor CX, CY si CZ.
V6
8
(c) X3 :Y2+4+22% — EX = ( - paraboloid eliptic; O(—3/2,—11/2, —3) - originea
1 1
sistemului de axe OXYZ; ¢ = —(1,1,0), e = (0,0,1), e3 = —(1,—1,0) -
1 \/5( ) 2 ( ) 3 \/5( )

directiile axelor OX, OY si OZ.
(d) 34 : 4X? —18Y2 +2Z% +1 = 0 - hiperboloid cu dou& panze; C(—1/2,—1, —1)
1 1
- centrul cuadricei; e; = (1,0,0), e = —(0,1,—1), €5 = —=(0,1,1) - directiile
1 = (1,0,0), 2 \/5( ); @ \/5( )
axelor CX, CY si CZ.
(e) B5: X2+ 32% —1 =0 - cilindru eliptic; O(—2, 1, 1) - originea sistemului de axe

1 1 1
OXYZ; e = —(1,0,—1), e = —(1,1,1), e3 = —(1, =2, 1) - directiile axelor
OX, 0Y i OZ.
1
(f) X6 : X2 +222 — 7%3/ = 0 - paraboloid eliptic; O(0, 2, —3) - originea sistemului
1 1
de axe OXY Z;e; =(0,0,1), e = —(1,—1,0), e3 = —(1, 1,0) - directiile axelor
(= (0.0.0), 7 = —5(1,-1,0). % = —5(1.1.0)

OX, OY s OZ.
(g) B7: —4Y?2 + 622 — v/6X = 0 - paraboloid hiperbolic;

55 98 19 .. . .
@ <4_8’ —18 —4—8) - originea sistemului de axe OXY Z;
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1 1 1
e =—=(—1,2,1), e¢a = —(1,0,1), e3 = — (1,1, —1) - directiile axelor OX, OY
si OZ.
(h) ¥g : 1322 + 2/13X = 0 - cilindru parabolic; O(2/13,—3/13,0) - originea
1 1
sistemului de axe OXY Z; ¢ = —(3,2,0), e = (0,0,1), e3 = ——(2,-3,0) -
1 \/ﬁ( ) 2 ( ) 3 \/ﬁ( )
directiile axelor OX, OY si OZ.
(i) X9 : X2+ 3Z% = 0 - dreaptd dubld; O(—2,1,1) - originea sistemului de axe
1 1
OXYZ; e = —(1,0,—1), e = —(1,1,1), e3 = —(1, =2, 1) - directiile axelor
OX, 0Y s OZ.
(j) 10 : X2 —2Y2+ 272 — 1 = 0 - hiperboloid cu o panz&; C(0,0,0) - centrul
1 1
—(1,-1,0), &3 = —=(1,1,0) - directiile axelor C'X,

V2 V2

cuadricei; &5 = (0,0,1), €5 =

CY si CZ.
9. Sa se discute natura si tipul cuadricelor
Shirt i+ 222wy 2z +y2) =0, A ER.

R. Daca A\ € (—o00,—1/2) U (1,00), atunci cuadrica este un con circular; Daca
A € (—1/2,1), atunci cuadrica este un punct dublu; Dacd A\ = —1/2, atunci cuadrica
este un dreapta dubla; Daca \ = 1, atunci cuadrica este un plan confundat.

10. Sa se scrie ecuatiile generatoarelor rectilinii ale hiperboloidului cu o panza
2

Dia’ 4y = —1=0,

care trec prin punctul A(1,4,8) si si se calculeze unghiul dintre acestea.

R. Generatoarele cdutate sunt

4 - 20 +2y—2-2=0 < do - 10z +6y —52+6=0
"1 22 —2y+2—2=0 % ") 62—10y+32z+10=0.

Unghiul dintre aceste generatoare este: cosf = 83/85.

11. Sa se scrie ecuatiile generatoarelor rectilinii ale paraboloidului hiperbolic

5132

Z‘:Z—y2:4z,

care sunt paralele cu planul 7 : 3z 4+ 2y — 42 = 0.

R. Generatoarele cdutate sunt

Jx—-2y—42=0 ., | r+2y—22=0
dl'{x+2y—4:0 §1d2'{x—2y—8:0.

12. Sa se determine generatoarelor rectilinii ale hiperboloidului cu o panza
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care sunt continute in planul 7 : 6x 4+ 3y — 22 + 6 = 0.
R. Exista o singura generatoare, si anume

) br—=3y+224+6=0
|l 6x+ 3y —22z+6=0.

Sa se arate ca locul geometric al punctelor din spatiu egal departate de dreptele

r—1 y+1 z+1

dy : l=y—1=2-1, ds:
1:T+ Y z R 5 1

este o cuadrica riglata si sa se scrie ecuatiile generatoarelor rectilinii de la infinit ale
acestei cuadrice.

R. Locul geometric cautat este cuadrica
Y a® =2y 4 22+ 8ay + 2wz + Syz — 24z + 12y + 242 — 2 =0,
care redusa la forma canonica este paraboloidul hiperbolic
Y Y?— 22 = 42X,
unde O(—2/3,1/3,—2/3) este originea sistemului de axe OXY Z iar

1 1 1
E1 - E(luov _1)7 EQ = ﬁ(lv 17 1)7 é3 = %(17

reprezinta directiile axelor OX, OY si OZ. Generatoarele la infinit ale paraboloidu-
lui hiperbolic ¥ sunt

d ;{ V2—-Dz+(V2+2)y+(V2-1)z+v2-2=0

r—z=0

~2,1)

r—z=0.

i :{(‘/§+1)5U+(\/§—2)y+(\/§+1)z+\/§+2:0
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3. GENERARI DE SUPRAFETE

In acest capitol vor fi descrise ecuatiile carteziene ale suprafetelor cilindrice, suprafetelor
conice si suprafetelor de rotatie din spatiu. Aceste suprafete vor fi obtinute prin de-
plasarea conditionatd geometric a unei curbe din spatiu (in particular, aceasta curba va fi
o dreaptd). Pentru a putea obtine aceste ecuatii carteziene vom admite geometric-intuitiv,
fara o demonstratie riguroasa, ca o curba in spatiu C este definita ca intersectia a doua
suprafete 1 si Yo din spatiul Ej3, adica avem

szlﬁEQ,

unde

Y1 f(z,y,2) =081 2o : g(x,y,2) =0.
O expunere riguroasa si detaliata a teoriei curbelor gi suprafetelor in spatiu va fi facuta
in capitolele urmatoare.

3.1 Suprafete cilindrice

S4a consideram ca

9(z,y,2) =0

este o curba in spatiu si sa consideram ca

{on
D :
Q=0

este o dreaptd in spatiu definita ca intersectia a doua plane P si Q).

C:{ fla,y,z) =0

Definitia 3.1.1 Suprafata ¥ C E3 obtinuta prin deplasarea unei drepte paralele cu dreap-
ta D, care se sprijina pe curba C, se numeste suprafata cilindrica de curba directoare
C gt generatoare D.

Teorema 3.1.2 Suprafata cilindrica ¥ de curba directoare C' gi generatoare D este ca-
racterizata printr-o ecuatie carteziana de forma

Y:P(PQ)=0,
unde functia ® se numeste functia de contact a suprafetei cilindrice 3.

Demonstratie. Pentru a descrie ecuatia suprafetei cilindrice > de curba directoare C' si
generatoare D sa notam ca multimea tuturor dreptelor din spatiu paralele cu generatoarea
D este reprezentata de familia de drepte

D P=A
A -
g Q= u,
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unde A\, u € R.
Selectam acum din familia de drepte D), doar acele drepte care au un punct comun
cu curba directoare C'. Prin urmare, selectam acele valori A si p pentru care sistemul

P =2

() Q=p )
f(x,y,z) =0
g(I,y,Z):O

este compatibil (i.e. are cel putin o solutie in necunoscutele x, y si z). Deoarece sistemul
(S) este un sistem cu patru ecuatii si trei necunoscute x, y si z, rezultd ca valorile A
i p trebuie sa satisfacd o conditie de compatibilitate (conditie de contact) despre care
presupunem ca are forma

O\, p) =0.
In concluzie, tinand cont de faptul c&
A=Psip=Q,

deducem ca ecuatia carteziana a suprafetei cilindrice ¥ de curba directoare C' si genera-
toare D este

S ®(P,Q) = 0.

Exemplul 3.1.3 Sa se determine ecuatia suprafetei cilindrice ¥ avdnd generatoarele
paralele cu dreapta

§t care se sprijing pe curba directoare

Pentru inceput sa observam ca dreapta D poate fi privita ca intersectia planelor

Piz—y=05Q:y—z=0,

r—y=0
D Y
y—z=0.
Familia de drepte din spatiu paralele cu dreapta D este

T—y=A
D)\#Z{

adica avem

y—z=4H,

unde A\, u € R.
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Selectam acum din familia de drepte Dy, doar acele drepte care au un punct comun
cu curba directoare C'. Prin urmare, selectam acele valori A gi p pentru care sistemul

rT—y=2A
y—z=Hu
(S): )
T=y
z=0

este compatibil in necunoscutele x, y si z. Deoarece din ultimele trei ecuatit gasim
2=0,y=pgiz=p’

rezultd ca conditia de compatibilitate (de contact) a sistemului (S) este

pr—p=Xxe ®\p) =0,

unde

S\, ) = i = X — .
Inlocuind in conditia de contact

A=r—ysip=y—2z,

gasim ca ecuatia suprafetei cilindrice 3 de curba directoare C' st generatoare D este

Yi(y—2)?—x+2=0,

3.2 Suprafete conice

S4a consideram ca

o flz,y,2) =0
9(x,y,2) =0
este o curba in spatiu si sa consideram ca

0
V. 0
0

x O
I

este un punct din spatiu definit ca intersectia a trei plane P, () si R, alese convenabil.

Definitia 3.2.1 Suprafata ¥ C E3 obtinuta prin deplasarea unei drepte care se sprijing
pe curba C' gi care trece prin punctul fix V se numeste suprafata conica de curba
directoare C' gi varfV.

Teorema 3.2.2 Submultimea ¥’ = S\{M(z,y,z) | R = 0} a suprafetei conice ¥ de
curba directoare C' si varf V' este caracterizata printr-o ecuatie carteziana de forma

P Q
Yo (5, E) =0
(7%) =0

unde functia ® se numeste functia de contact a suprafetei conice 2.
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Demonstratie. Pentru a descrie ecuatia suprafetei conice ¥ de curba directoare C' si
varf V' sa notam ca multimea tuturor dreptelor din spatiu care nu sunt incluse in planul
R = 0 si care trec prin varful V' este reprezentata de familia de drepte

. P—AR=0
" Q_MR:0>

unde A\, p € R.
Selectam acum din familia de drepte D), doar acele drepte care au un punct comun
cu curba directoare C'. Prin urmare, selectam acele valori A si p pentru care sistemul

P—-—AR=0

—uR =

(S) Q—p _?
f(x,y,z) =0
g(xuyvz)zo

este compatibil (i.e. are cel putin o solutie in necunoscutele z, y si z). Deoarece sistemul
(S) este un sistem cu patru ecuatii si trei necunoscute x, y i z, rezultd ca valorile A
si p trebuie sa satisfaca o conditie de compatibilitate (conditie de contact) despre care
presupunem ca are forma

O\, 1) =0.
In concluzie, presupunand ci R # 0 si tinand cont de faptul ci

WP, @

deducem ca ecuatia carteziana a submultimii
S = S\{M(z,9,2) | R =0}

a suprafetei conice X de curba directoare C' gi varf V' este

ra (L QY
2.0 (29) o

Observatia 3.2.3 In demonstratia teoremei precedente se poate folosi, de asemenea, si
familia de drepte (Explicati de ce!)

P-XQ=0
dXMZ
Q_IURZOa

unde \, u € R, urmdnd sa punem ulterior conditiile Q) # 0 st R # 0.

Exemplul 3.2.4 Sa se determine ecuatia suprafeteir conice 2 care are varful in punctul
V(1,1,1) gi are curba directoare

24+ —4=0
C’:{ Y
z=0.
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Pentru inceput sa observam ca varful V' poate fi privit ca intersectia planelor

P:x—1=0,Q:y—1=05R:2—1=0,

adica avem
r—1=0
Vi y—-1=0
z—1=0.

Familia de drepte din spatiu care trec prin varful V' este

H r—1—-Xz—-1)=0
My -tl-pz-1) =0,

unde A\, u € R.
Selectam acum din familia de drepte Dy, doar acele drepte care au un punct comun
cu curba directoare C'. Prin urmare, selectam acele valori A i p pentru care sistemul

r—1=-Xz—-1)=0
y—1—pu(z—1)=0
2 +yP—4=0
z=0

(S):

este compatibil in necunoscutele x, y st z. Din prima, a doua si ultima ecuatie gasim
z=0rz=1-Agiy=1—p.
Rezulta ca conditia de compatibilitate (de contact) a sistemului (S) este
(1-N’+(1-p)’—4=0e 0\ pu) =0,
unde
O\ p) =1 =N+ (1—p)®—4
Presupundnd ca z — 1 # 0 i inlocuind in conditia de contact
r—1 . y—1

§ip="0,

A\ =
z—1 z—1

gasim ca ecuatia submultimii
YW =S\{M(z,y,2) | z—1=0}

a suprafetei conice X este

DI <1—x_1)2+(1—y_1)2:4(:>2':(z—x)2+(z—y)2:4(z—1)2.

z—1 z—
Deoarece planul R : z — 1 = 0 nu are nici un punct comun cu curba directoare
2,2
4y —4=0
C:
z =0,
rezulta ca ecuatia suprafeter conice 3 de curba directoare C' gi varf V' este

Yi(z—2)P+(z—y)?—4(z—1)*=0.
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3.3 Suprafete de rotatie

S4a consideram ca

o { flz,y,2) =0
g(x7y7z) :O

este o curba in spatiu si sa consideram ca

r—%yp Y—Y 22— %0

D :
) m n

este o dreapta din spatiu care trece prin punctul My(xo, Yo, 20) si este directionata de
vectorul liber o(l, m,n).

Definitia 3.3.1 Suprafata X C E3 obtinuta prin rotirea curbei C' in jurul dreptei fize D
se numeste suprafata de rotatie de curba generatoare C' si axa de rotatie D.

Teorema 3.3.2 Suprafata de rotatie > de curba generatoare C' gi axa de rotatie D este
caracterizata printr-o ecuatie carteziand de forma

Y:d (j:\/(x—:vg)2+(y—yo)2+ (z — 20)?, lx+my+nz) =0,
unde functia ® se numeste functia de contact a suprafetei de rotatie 3.

Demonstratie. Pentru a descrie ecuatia suprafetei de rotatie ¥ de curba generatoare
C si axa de rotatie D sa notam ca suprafata de rotatie ¥ poate fi gindita ca reuniunea
tuturor cercurilor care se sprijina pe curba C', au centrele pe axa de rotatie D si sunt
situate in plane perpendiculare pe dreapta D.

Deoarece un cerc arbitrar din spatiu cu centrul pe dreapta D, care este situat in-
tr-un plan perpendicular pe dreapta D, poate fi descris ca intersectia dintre o sfera de
raza arbitrara si centru in punctul M, si un plan perpendicular pe dreapta D, rezulta
ca multimea tuturor cercurilor din spatiu cu centrul pe dreapta D si situate in plane
perpendiculare pe dreapta D este reprezentata de familia de cercuri

o (x — x0)? + (y — 0)? + (2 — 20)*> = N?
e lx +my +nz = p,

unde A\, p € R.
Selectam acum din familia de cercuri C), doar acele cercuri care au un punct comun
cu curba generatoare C. Prin urmare, selectam acele valori A si  pentru care sistemul

(= 20)* + (y — y0)> + (2 — 20)* = N’
lx +my+nz=p

flz,y,2)=0

9(z,y,2) =0

(S):

este compatibil (i.e. are cel putin o solutie in necunoscutele z, y si z). Deoarece sistemul
(S) este un sistem cu patru ecuatii si trei necunoscute x, y i z, rezultd ca valorile A
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si p trebuie sa satisfacd o conditie de compatibilitate (conditie de contact) despre care
presupunem ca are forma
O\, p) =0.
In concluzie, tinand cont de faptul c&
A=V (x —20)2 + (y — 90)> + (2 — 20)? si p = Lo+ my + nz,

deducem ca ecuatia carteziana a suprafetei de rotatie ¥ de curba generatoare C' si axa de
rotatie D este

E:<I>(:I:\/(x—:co)2+(y—y0)2+(z—z0)2, lx—irmy—l—nz) =0.

Exemplul 3.3.3 Sa se determine ecuatia suprafetei de rotatie X care se obtine prin
rotirea curbei generatoare

2 =2y +22-5=0
C:
r+2+3=0

in jurul azei de rotatie
D:x=y=z
Din ecuatiile axer de rotatie D deducem ca
To=Y=2=0gl=m=n=1.
Familia de cercurt din spatiu cu centrul pe dreapta D gi situate in plane perpendiculare
pe dreapta D este data de
Py 4= N
A\ -
T+Yy+z=pn,
unde A\, u € R.

Selectam acum din familia de cercurt Cy,, doar acele cercuri care au un punct comun
cu curba generatoare C'. Prin urmare, selectam acele valori A §i . pentru care sistemul

2y’ 42 =N

rT+yt+tz=u

(S): 2 2 2
¢ =2y +22—-5=0
r+z2+3=0

este compatibil in necunoscutele x, y st z. Scazdnd a treia ecuatie din prima ecuatie,
respectiv a patra din a doua, gasim

3P =N —-5siy=p+3.
Rezulta ca conditia de compatibilitate (de contact) a sistemului (S) este
3(u+3° =X =54 B\ pu) =0,
unde
DN, 1) =3 (u+3)° — A2 +5.
Inlocuind in conditia de contact
A=tV +y?+22sip=x+y+ 2z,
gasim ca ecuatia suprafeter de rotatie o de curba generatoare C gi axd de rotatie D este

Y3 +y+z+3)?t—a® -y -2 +5=0.
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3.4 Probleme rezolvate

106

1. Sa se scrie ecuatia suprafetei cilindrice X, care are generatoarele paralele cu dreapta

d si are curba directoare I', in urmatoarele cazuri:

(@) T:22+2y2—2=0,2—1=0sid:2+y=0, 2=0.

(b) T:2® +y*+2°—1=0,2x —3y+ 2 = 0 si dreapta d are vectorul director
T=2i+]+ 2k

(¢) I': x =cost, y =sint, z =0, t € [0,27] si dreapta d are parametrii directori
(—1,3,-2).

Rezolvare. (a) Fie sistemul de ecuatii

2 +2y2—2=0

r—1=0
r+y=XA MeR,
z=pu, peR,

ale cdrui solutii (obtinute doar din ultimele trei ecuatii) sunt z = 1, y = A — 1
si z = pu. Conditia de compatibilitate algebrica (de sprijin, din punct de vedere
geometric) este 1 + 2(A — 1)> — 4 = 0. In concluzie, tindnd cont c& A = = + y si
1 = z, obtinem ecuatia suprafetei cilindrice

Y2 +y—1)2—-2+1=0.

(b) S& consideram dreapta d care trece prin origine si este directionatd de v, ale
carei ecuatii sunt

LY g =0
d: = @d.{2y_z:0'

Solutia sistemului de ecuatii
?+yP4+22—-1=0
20 =3y+2=0
r—2y=2XMNER,
2y—z=p, pek,

estex = (2u—A)/3,y = (u—2X)/3si = = —(pu+4))/3. Conditia de compatibilitate
(de sprijin) se reduce la

2 —A)? + (u =202+ (p+ 4N =9 & 2% + TN\° = 3.

Deoarece A = x — 2y si u = 2y — z, deducem ca ecuatia suprafetei cilindrice cautate
este
22y —2)* + 7(z —2y)* = 3.

(c) Ecuatia carteziana a curbei I' (ca intersectie de suprafete) este

2 21 _
F:{x+y 1=0
z=0
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iar o dreapta cu parametri directori (—1,3, —2) este

LTy oz J3r+y=0
d._1_3 <z>d'{—2x+z:0.

Rezolvand sistemul de ecuatii

2 +y2—1=0

z=0

3r+y=X\ MNeER,
—2x+z=pu, peR,

gasim x = —pu /2, y = (2A+3pu)/2 si z = 0. Conditia de compatibilitate a sistemului
este u? + (2\ + 3u)? = 4. Tinand cont de faptul c& A = 3z +y si p = —27 + 2,
obtinem ecuatia suprafetei cilindrice

S:(z—22)* + (2y + 32)° = 4.
|

2. Sa se determine ecuatiile carteziene care descriu proiectia curbei in spatiu

r. 2?4+ yz=0
1l 22—2—-1=0

pe planul zOy.

Rezolvare. Deoarece planul zOy are ca directie normald axa Oz, sa consideram
cilindrul avand curba directoare I si generatoarele paralele cu axa Oz : x =0, y = 0.
Sistemul de ecuatii

224+ yz=0

20 —z—1=0
r=A AeR,
y=u peR,

are solutia x = A\, y = p si z = 2\ — 1. Conditia de compatibilitate a sistemului este
A% 4 p(2) — 1) = 0. Obtinem ecuatia cilindrului

Y24+ 22y —y=0.
Intersectia cilindrului ¥ cu planul 2Oy conduce la determinarea proiectiei cautate:

2 — =
I — pr F:{:c +2zy —y=0
Oy z=0.
]
3. Sa se demonstreze ca proiectia curbei lui Viviani

S PP+ =R
| 22 +y?®=Rx, R>0,

pe planul Oz este o parabola.
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Rezolvare. Se scrie ecuatia cilindrului care are curba directoare I' si generatoarele
paralele cu axa Oy, apoi se face intersectia acestuia cu planul xOz. Ecuatiile ge-
neratoarele acestui cilindru sunt © = A, z = pu. Obtinem y = £v/R? — A\ — 12 si
conditia de sprijin x> + RA\ — R? = 0. In concluzie, proiectia curbei lui Viviani pe
planul xOz este parabola

2 P2
I — Py P:{ 224+Rrxr—R>=0, R>0,
Oz Yy = 0.
|
Sa se scrie ecuatia suprafetei conice cu varful V, situat la intersectia dintre planele

r+32—10=0,y—2=0s¢giz— 2+ 2 =0, si care are drept curba directoare curba

2., .2 o _
F:{:c—l—z 2r =0
y=0.

Rezolvare. Sa consideram sistemul de ecuatii
2 +22-20=0
y=0
r+32—10—ANy—2)=0, IeR,
y—2—pulr—2+2)=0, peR,
ale carui solutii sunt

20 — A —3
p=2_ A" 9

Z_G,u—)\u—l—l
20 N '

=0
Y ) 2

Conditia de compatibilitate (de sprijin) este

(20 — A — 3)? N (6p—Ap+1)%  2u—Au—3
4p 4p2 1 '

Aceasta conduce, in urma calculelor, la suprafata conica
X' (y - 22)* + 3y — 22)* = (y — 2)(2y — 4w),
unde ¥ = ¥\{P(z,y,2) | (y —2)(x —2+2) =0}. =
Sa se determine locul geometric 3 descris de tangentele duse din origine la sfera
S:(x—=57+(y+1)*+2*=16.

Rezolvare. Multimea tuturor dreptelor din spatiu, care trec prin originea sistemu-
lui de axe, este descrisa de fascicolul

do r—Ay=0, NeR,
Ml y—pz=0, peR.

Conditia de tangenta la sfera a dreptelor d),, este determinata de conditia ca sistemul

(=524 (y+1)2+2%=16
r—Ay=20
y—pz=0
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sa aiba solutie unica. Deoarece © = Auz si y = pz, deducem ca ecuatia de gradul
doi
Az —5)* + (uz +1)* + 22 = 16

trebuie sa aiba discriminantul egal cu zero. Rezulta ca avem conditia de sprijin
150202 — 9% — 10\u? — 10 = 0, din care obtinem ecuatia suprafetei conice

¥ 1522 — 9y% — 102y — 1022 =0,
unde ¥’ = ¥\{P(z,y,2) |y-2=0}.m

6. Sa se scrie ecuatia conului de rotatie in jurul axei Oz, ale carui generatoare fac
unghiuri de 45° cu axele de coordonate.

Rezolvare. Descriem conul de rotatie ca fiind obtinut prin rotirea curbei directoare

(dreptei)
Jy=0
L { r—z=0
in jurul axei de rotatie
0. T_YU_*
0 0 1
Conditia de compatibilitate a sistemului
y=0
r—2z2=0
z=X MER,

?+yP+ 22 =% peER,
este 2\* = 12, Deducem c& ecuatia conului ciutat este ¥ : 22 + > = 22. m
7. Sa se determine ecuatia torului circular obtinut prin rotirea cercului

F'{ (x— R+ +22=p? R>p>0,
N y=0

in jurul axei Oz.

Rezolvare. Conditia de compatibilitate a sistemului
(r — R)* + 1y + 2% = p?
y=0
z=X MER,
22+ + 22 = peER,
este (£1/ 12 — A\* — R)? + A\? = p?. Rezultd ecuatia carteziand a torului circular
Yoot 4yt 422+ R?— p? = 2R\/a2 + 32
]

8. Sa se determine ecuatia suprafetei obtinute prin rotirea astroidei

F:{ 5’/?0+\3/y2:1
Zz =
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in jurul axei Oy.

Rezolvare. Ecuatiile cercurilor generatoare sunt

o [u=\ AER
MO 2P+ 2= peER

Deducem c& conditia de sprijin pe astroida I' este /u2 — A% + VAT =1. Obtinem
ecuatia suprafetei cautate ca fiind

YV 22+ Yy =1
m

Sa se scrie ecuatia suprafetei generate de drepte care se sprijina pe axa Oz si curba

. P —22+2=0
"l 22 —-22+1=0,

si care ramén paralele cu planul xQOy.

Rezolvare. Deoarece planul zOy este descris de ecuatia z = 0 iar axa Oz are

ecuatiile
r=0
Oz: { Y= 0.

rezultd ca generatoarele suprafetei cautate sunt

de z=2X  AMeER,
MIV r—puy =0, peR.

Conditia de sprijin pe curba I' este

A2 =22 — 2 +1=0, A >

DO | —

si, deci, obtinem suprafata de ecuatie

Y2227 — 2297 — 227+ 97 =0, y#£0, z >

DN | —

Sa se scrie ecuatia suprafetei generate de dreptele care se sprijina pe axa Oz si curba
I:o=t y=1t> z=1t3 unde t € R, si care rdman paralele cu planul zOy.

Rezolvare. Generatoarele suprafetei sunt

L [2=A AeR
A x_MyZO? ,UGRa

iar ecuatia carteziana a curbei I' este

— 2
P:{y—x3

z ="
Conditia de compatibilitate se reduce la A = A\?13 si conduce la suprafata de ecuatie

Y2y —22°) =0, y #0.

GENERARI DE SUPRAFETE



3.5 Probleme propuse

1. S& se scrie ecuatia suprafetei cilindrice cu generatoarele paralele cu directia data de
vectorul v =1 — 2j — k, avand drept curba directoare curba

2 _ 2
Sy —2=1
F'{le.

R.YX:2r+y—22—(z+2z—-12=1.

2. Sa se determine ecuatia cilindrului ale carui generatoare sunt paralele cu dreapta

r—1 'y z+1

2 1 -1
si tangente la cuadrica ¥ : 22 + 4y* + 422 — 20+ 8y + 1 = 0.
R.Y:(x—2y— 172 +4(y+2+1)2+2(x—2y—1)(y+2)—2x —42—4=0.

d:

3. Sa se determine proiectia ortogonala a curbei
r. { 202+ 2 —22=0
r+2z—4=0
peplanul m: 2z —y+22—1=0.
R. Proiectia cautata este curba plana

22r — 2+ 42+ (x+3y+2—4)2—6(—2x+2+8)=0

r_ :
I _P:rrr’{x—y+2z—1:0.

4. Punctele paraboloidului hiperbolic ¥ : z = xy sunt proiectate pe planul xOy dupa
directia data de dreapta d : * = y = z. Sa se gaseasca ecuatiile acestei proiectii si
sa se reprezinte grafic.

R. Proiectia paraboloidului hiperbolic ¥ pe planul xOy este reuniunea curbelor
plane

Fki{ i:c:—oz+k)(y—z+k:):k

unde k& € R, adica avem Pr,o, X = Upcrl'y.

5. Sa se determine ecuatia suprafetei conice cu varful in originea sistemului de axe si
avand curba directoare

r. 3P+ P —2y—2=0
|l r+y+2-5=0.
R.Y: 1522 +5y2 — y+2)(x+y+2)=0,undey #0, 2 #0siz+y+ 2z #0.

6. S& se determine ecuatia suprafetei conice cu varful in punctul V(0,1,1), ale carei
generatoare se sprijina pe curba

224+ 2y2+322—-6=0
Ir:
r—2y+2z2=0.

R. Y2242 —y+2)?°+3(x—2y+22)?=6(r—2y+2+1)% undey #1, 2 # 1
sizx—2y+2z+1#0.
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13.
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Sa se determine ecuatia conului cu varful in originea O(0,0,0) si tangent sferei de
ecuatie S : 2% +y* + 22 — 10y + 9 = 0.

R. Y : 922 — 16y? + 922 =0, unde y # 0 si 2z # 0.
Sa se scrie ecuatia suprafetei obtinuta prin rotirea dreptei

d: =
0

=7 _y_=z
2 1

in jurul axei Oz.

R. X : 2%+ 9y? — 422 —-49 = 0.

Sa se determine suprafata descrisa de curba

.l @2+ -2+ =1
|l x—y=0,

cand se roteste in jurul axei Oz.

2
2 2
R"E:2(M/I;y —2)-&%:1.

Sa se scrie ecuatia suprafetei generata de drepte paralele cu planul xQOy, care se
sprijina pe axa Oz si pe dreapta

z—2=0
d'{ r+2y—3=0.

R.Y:22+2yz—3x=0,unde z # 0 si y # 0.

Sa se afle ecuatia suprafetei descrisa de o dreapta mobila care raméne paralela cu
planul 7 :  + 2 = 0 si se sprijind atat pe axa Oz cat si pe cercul C : 22 + 9% = 1,
z=0.

R.Y: (22 +y?)(z+2)?=2% unde x # 0 si y # 0.

Sa se scrie ecuatia suprafetei generata de drepte variabile care se sprijina pe dreptele
di:2=0,y+1=0,dy:2=9y—1=zsiparabolaIl' : 4> — 22 =0, 2 = 0.

R.Y: 2zy+zz4+yz+2=0,undey+1#0siy—2z—1#0.

Sa se determine suprafata descrisa de o dreapta variabila care se sprijina pe trei
muchii ale unui cub, necoplanare doua cate doua.

R. Fie OABCO'A'B'C’, unde OA, OB si OO’ reprezinta directiile axelor de co-
ordonate Oz, Oy si Oz. Presupunem (fara a restrange generalitatea) ca cubul are
muchiile de lungime [ = 1. Atunci dreptele necoplanare, pe care se sprijina dreapta
mobild, pot fi

OO:{xZO,BC:{y_lzo @Acu{x‘lzo.
Y z=0 z—1=0

In acest context, suprafata ciutatd are ecuatia
Yirxy+axz—yz—x =0,
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unde  # 0, y # 0 si z # 0. Prin reducere la forma canonici, se poate arata ca
suprafata ¥ este un hiperboloid cu o panzi. In concluzie, suprafata descrisi de
o dreapta variabila care se sprijind pe muchiile OO’, BC si A’C" ale cubului este
hiperboloidul cu o panza 3., din care se scot punctele sale de intersectie cu planele
r=0,y=0si2z=0.

14. Sa se determine cuadrica ce contine curbele:

2, .2 2, .2 2, .2
oyt =2 oyt =3 oyt =4

R.Y:324+324+2-7=0.
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4. CURBE PLANE

In acest capitol vom defini riguros curbele plane si vom studia principalele proprietiti
geometrice ale acestora. Totodatd vom scoate in evidentd o mérime scalard (curbura)
care ne va da informatii asupra formei unei curbe plane. Pe parcursul acestui capitol, prin
aplicatie diferentiabila vom intelege o aplicatie neteda, adica o aplicatie diferentiabila de
o infinitate de ori pe un domeniu deschis, convenabil ales, in sensul ca acesta este inclus
in domeniile de definitie ale aplicatiei studiate si derivatelor acesteia.

4.1 Definitii si exemple

Definitia 4.1.1 O aplicatie diferentiabila ¢ : I C R — R?, unde I este un interval real,
definita prin
c(t) = (z(t),y(t)), Vtel,

unde
(@' (1)) + (1) £0, Vtel,

se numeste parametrizare regulata.

Definitia 4.1.2 Variabila t € I, care definesgte parametrizarea requlata c(t), se numegte
parametru.

Definitia 4.1.3 Multimea de puncte din plan
Imc ™ {P(x(t),y(t) | t € I} C Es,

care reprezintd imaginea unei parametrizari requlate c(t), se numeste curba planda para-
metrizata regulatd. Daca un punct P(x(tg),y(to)) are proprietatea

2 2
(2'(to))” + (¥ (to))” = 0,
atunci punctul P se numeste punct singular al curbei parametrizate Im c.

Definitia 4.1.4 O multime nevida C' de puncte din plan cu proprietatea ca pentru fiecare
punct My(zg, o) € C exista in R? o vecinatate V' a punctului My si existd o parametrizare

requlata
c:I1CR—R?

astfel incat
CNV=Imc

se numeste curba plana.

Observatia 4.1.5 Intuitiv vorbind, o multime nevida C' de puncte din plan este o curba
plana daca intr-o vecinatate suficient de mica a fiecarui punct My € C' curba pland poate
fi identificata cu imaginea unei parametrizari requlate.
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Observatia 4.1.6 Este evident ca orice curba plana parametrizata este o curba plana.
Exemplul 4.1.7 Fie aplicatia diferentiabila
c:[0,27) — R?

definita prin
c(t) = (rcost,rsint),

unde r > 0. Deoarece functiile
x(t) =rcost gi y(t) = rsint
verifica relatia
(@'(t) + (y (1)” = r?sint +r2cos’ t =2 £ 0, V t € [0, 2n),

rezulta ca aplicatia diferentiabila ¢ este o parametrizare requlata.
Deoarece imaginea parametrizarii requlate ¢ este multimea de puncte

Ime = {P(z,y) | 2* +y* =17},
rezulta ca cercul centrat in originea O(0,0) i de raza r > 0, definit de ecualia
C:2? +y* =12

este o curba plana. FEste important de subliniat insa ca cercul C' mai poate fi privit, spre
exemplu, §i ca imaginea parametrizarii requlate

¢:[0,7) — R?

definita prin
¢(7) = (rsin27,r cos 27).

Observatia 4.1.8 O curba plana poate fi privita ca imaginea mai multor parametrizari
requlate distincte.

Exemplul 4.1.9 Sa consideram multimea de puncte din plan
C:2%—y®+ 22y =0.

Pentru a studia daca multimea de puncte C' este o curba pland vom cauta o parame-
trizare requlata x(t) gi y(t) a multimii de puncte C de forma

Yy =tx.
Cu alte cuvinte, vom cauta x(t) astfel incat sa avem adevarata relatia
23— 4222 =0, Vt,x €R.
Pentru x # 0 gi t # 1 deducem ca avem

2t , 2t2
1 = .
p_1 YT B

Tr =
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Prin urmare, considerind parametrizarea requlata

c:R\{0,1} — R?

t) ot 212
ct) =\ ——,—4——
B3—-1"13—-1)"

obtinem ca avem adevarata relatia

definita prin

C\{0O(0,0)} = Ime.
In concluzie, multimea de puncte C\{O(0,0)} este o curba pland.

Fie f : D C R? — R, unde D este un domeniu deschis din R?, o functie diferentiabila.
Reamintim din analiza matematica faptul ca pentru orice punct P(x,y) € D vectorul

wrad(r)(P) < (GEP5he)).

unde J0f/0x e fe s10f /0y e f, reprezinta derivatele partiale ale functiei f(x,y), se
numeste gradientul functiei f in punctul P(z,y).

Definitia 4.1.10 Un punct My(xo,y0) € D care verifica relatia

grad(f)(Mo) # (0,0)

se numegte punct regulat al functiei f. Un punct My(zo,yo) € D care nu este requlat se
numegte punct singular ol functiei f.

In acest context, putem demonstra urmitorul rezultat:

Teorema 4.1.11 Multimea de puncte din plan P(x,y) € Es ale caror coordonate verifica
relatia

C: f(r,y) =0,

unde

grad(f)(P) #(0,0), vV P € C,

este o curba plana.

Demonstratie. Sa consideram c& My(zg,yo) € C este un punct arbitrar al multimii de
puncte C' (i.e. f(xo,y0) = 0 si grad(f)(My) # (0,0)). Deoarece conditia

grad(f)(Mo) # (0,0)

(ZLow) + (L) #o

of
a_y(MO) # 0.

este echivalenta cu conditia

sd presupunem ca
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In conditiile de mai sus, conform teoremei functiilor implicite din analiza matematics
aplicatd functiei f si punctului My(zo, yo), deducem ca exista o vecinatate I a lui zo in R
si exista o functie derivabila

p:ICR—R

cu proprietatile

(o) = yo, flz,0(x)) =0s4i %(I’ o(r)) #£0, Vrel

Prin derivare, din ultimele relatii obtinem ca

o) + S @) @) =0, Vae
adica of
o e
gp(x):—af—, Vaoel.
A)

Sa consideram acum aplicatia diferentiabila
c:ICR—R?

definita prin

Deoarece conditia

grad(f)(P) #(0,0), vV P e C,

este echivalenta cu conditia

(%P))Z + (g—;@)f 40,V PeC,

deducem ca )

of
L+ (p(1) =1+ (ax(t’@(t)))

(Gto))

adica deducem ca aplicatia diferentiabild c(t) este o parametrizare regulatd. Mai mult,
luand in R? o vecinitate convenabild V' a punctului My(zo,yo) € C, obtinem c&

s #0, Vtel,

CNV =Ime.

In concluzie, deoarece punctul My(z,yo) € C a fost ales arbitrar, rezultd ci multimea
de puncte C este o curba plana. m

Definitia 4.1.12 O curba plana definita ca in teorema precedentd se numeste curba
plana definita implicit.

Corolarul 4.1.13 Orice conica cu proprietatea ca nu contine nict un centru de simetrie
(i.e. elipsa, in particular cercul, hiperbola, parabola, reuniunea de drepte paralele
sau confundate si multimea vidad) este o curba pland.

118 CURBE PLANE



Demonstratie. Fie I' o conica arbitrara care nu contine nici un centru de simetrie si
care este definita implicit de ecuatia

I':g(x,y) =0,

unde
g(x,y) = ana® + 2a197y + agy® + 2a137 + 2a93y + ass.

Vom demonstra prin reducere la absurd ca
dg 2 dg 2
—=(P —(P 0, V P(x,y) el.
(52m) +(34P) #0.¥ Py
S& presupunem prin absurd ca existd un punct din plan My(xo, 39) apartindnd conicei

I' care verifica relatia
9 (apy) 4 9 (p,) o
dx 0 oy V) T

Atunci, deducem imediat ca

10
§a—i(Mo) = a11%o + a12Y0 + a13 =0
10
58_5(]\/[0) = a12%0 + a22yo + a3 = 0,

adica punctul My(z,yo) este un centru de simetrie al conicei I'. Acest lucru se afld in
contradictie cu ipoteza ca conica I' nu contine nici un centru de simetrie.
In concluzie, conica I' este o curba plana. m

Exemplul 4.1.14 Elipsa de ecuatie carteziana implicita

unde a,b > 0, este o curba plana. O parametrizare requlata a elipsei (E) este determinata
de aplicatia diferentiabila
c:[0,27) — R?
definita prin
c(t) = (acost,bsint).
Cu alte cuvinte, avem
(E) =Ime.

Exemplul 4.1.15 Hiperbola de ecuatie carteziand implicita

$2 y2

unde a,b > 0, este o curba plana. O parametrizare requlata a ramurii din dreapta axei
Oy a hiperbolei (H) este determinatd de aplicatia diferentiabila

c1: R — R?
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definita prin
c1(t) = (acosht,bsinht),

unde
t -t el — ot
gt sinht = ,
2
iar o parametrizare requlatd a ramurii din stanga azei Oy a hiperbolei (H) este determi-
nata de aplicatia diferentiabila

cosht =

ey i R — R?

definita prin
c2(t) = (—acosht, bsinht).

Cu alte cuvinte, avem
(H) =Imc; UImecs.

Exemplul 4.1.16 Parabola de ecuatie carteziana implicita
<P> 2y2—2p£€=0,

unde p > 0, este o curba plana. O parametrizare requlata a parabolei (P) este determinata
de aplicatia diferentiabila

c¢:R — R?
definita prin
t2
c(t) = (—,t) :
2p
Cu alte cuvinte, avem
(P) =Ime.

Observatia 4.1.17 Din cele descrise pana acum deducem cd o curba plana poate fi
descrisa in doua feluri:

(1) parametric (ca imaginea unei parametrizari requlate ¢ : [ C R — R?);

(2) tmplicit (ca o multime de puncte regulate C' : f(x,y) =0).
Observatia 4.1.18 Din punct de vedere teoretic, cu ajutorul teoremei functitlor implicite
din analiza matematica, orice curba plana definita implicit poate fi parametrizata local,
intr-o vecinatate a fiecarui punct. Practic insa, o astfel de parametrizare locala requlata
este dificil de exprimat in general. Pe cazuri particulare, prin artificii de calcul, pot fi

gasite totugi astfel de parametrizari requlate locale pentru curbele plane definite implicit
(vezi exemplele de mai sus).

4.2 Dreapta tangenta si dreapta normala

4.2.1 Curbe parametrizate

Sa consideram ca C' = Im ¢, unde

c: I CR—R? ct) = (x(t),y(t)),
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este o curba plana parametrizata regulata si sa consideram ca

c(to) = Po(z(to), y(to)),

unde ty € I, este un punct arbitrar fixat al curbei C. Interpretarea geometrica a derivatei
aplicatiei ¢ in punctul ¢y implica faptul ca ca vectorul liber

def 1o c(to + h) — c(to)
h—0 h

¢(to)

Y

este tangent la curba C' in punctul Py = c¢(ty). In acest context, introducem urméitoarele
concepte geometrice:

Definitia 4.2.2 Vectorul liber nenul
&(to) = (2'(to), ' (1))
se numeste vectorul tangent (vitezd) la curba C in punctul Py = c(t).

Definitia 4.2.3 Dreapta Tp,C care trece prin punctul Py = c(to) i care este directionata
de vectorul tangent ¢(tog) se numeste dreapta tangenta la curba C in punctul Py.

Definitia 4.2.4 Dreapta Np,C care trece prin punctul Py = c(ty) si care este perpendi-
culard pe vectorul tangent ¢(tg) se numesgte dreapta normald la curba C in punctul Fy.

Rg ; Normala
\ 1
| i
%j Tangenta
i

Tangenta si normala unei curbe plane

Din geometria analitica in plan rezulta imediat urmatorul rezultat:

Teorema 4.2.5 Ecuatiile dreptelor tangenta Tp,C st normala Np,C' sunt descrise de
formulele

cx—a(te)  y—ylto)
T (S R
$t
Np,C': (2 — z(t)) - 2'(to) + (y — y(to)) - ¥/ (to) = 0.

Exemplul 4.2.6 Sa se scrie ecuatitle tangentei i normaler in punctul

™
Aolt=1)

la spirala logaritmica S = Imc, unde
c:R—R? c(t) = (e *(cost — sint), e *(cost + sint)) .
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Spirala logaritmica S

Este evident ca avem
x(t) = e *(cost —sint) siy(t) = e *(cost + sint).
Prin derwware, obtinem
2'(t) = —2e cost giy(t) = —2e 'sint.

Calculand toate entitatile anterioare pentru

t0:z7
4
gasim ecuatiile
7r
—— T
TpS : — :y_e4ﬂ<:>TP08:x—y+e?\/§:0

$t
T

7
NpOS:—e_4\/§x—e_4\/§<y—e_4\/§> =0 NpS:z+y—c 4V2=0.

4.2.2 Curbe definite implicit

Sa consideram ca C': f(x,y) = 0, unde

wad(9)P) = (). G m) 200, v pec,

este o curbd pland definita implicit si sd consideram ca FPy(xg,yo) este un punct arbitrar
fixat al curbei C' (i.e. f(zg,y0) = 0). Fie

c: I CR—R? ¢t) = (2(t),y(t)),

o parametrizare regulatd a curbei C' in vecindtatea punctului Fy(zg, o). Atunci exista
tg € I astfel incat

c(to) = Po(z(to), y(to)) = Po(o, %o)
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si
fz(t),y(t)) =0, Vel

Derivand ultima egalitate in raport cu ¢ si calculand totul in punctul ¢y, deducem ca

SER) - 00 + S (B (0 (10) = 0 & (grad () (B e(t0) =0,

adicd vectorul gradient grad(f)(F,) este perpendicular pe vectorul ¢(ty) care este tan-
gent la curba C' in punctul Py(zo,v0) = ¢(to). In acest context, introducem urmatoarele
concepte geometrice:

Definitia 4.2.3 Vectorul liber nenul

grad(9)(1) = (L. 5 (1)

se numegte vectorul normal la curba C' in punctul Py(xo,yo)-

Definitia 4.2.4 Dreapta Tp,C care trece prin punctul Py(xo,yo) §i care este perpendicu-
lara pe vectorul normal grad(f)(FPo) se numeste dreapta tangentd la curba C' in punc-
tul P(].

Definitia 4.2.5 Dreapta Np,C' care trece prin punctul Py(xo, o) §i care este directionata
de vectorul normal grad(f)(Py) se numeste dreapta normala la curba C' in punctul Fy.

Din geometria analitica in plan rezulta imediat urmatorul rezultat:

Teorema 4.2.6 Ecuatiile dreptelor tangenta Tp,C st normala Np,C' sunt descrise de
formulele

T C: (o = 20) - GHR) + (y = o) - G () =0

§i

rT—T _ Y—Yo
R i ey
ox Jy

Exemplul 4.2.7 Sa se scrie ecuatitle tangentei i normalet in punctul
g, (32 3
272

F:2®+y® — 3ary =0,

la foliul lui Descartes
unde a > 0 si 22 + y? # 0.

hd

}:

5 / “->
. \\; {/

f

4

S

Foliul lui Descartes F
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Prin derwari partiale obtinem

0 0
—f = 32% — 3ay si —f = 3y? — 3ax,

ox oy

unde
flz,y) = 23 + y3 — 3axy.

Calculdand aceste derivate partiale in punctul Py, obtinem

af 9a®> . Of 9a?

o0V =" ¥, () ="

In concluzie, gasim ecuatiile

3 9a? 3 9a?
Tp,F - (x—?a)-%+<y—§)-%zO@TpO]::ijy—?)a:O

$t

4.3 Reperul lui Frénet. Curbura unei curbe plane

Sa consideram ca C' = Im ¢, unde
c: 1 CR=R, c(t) = (a(t), y(t)),
este o curba plana parametrizata regulata.

Definitia 4.3.1 Vectorul liber nenul

se numeste versorul tangent la curba C = Imc in punctul P = c(t).

Definitia 4.3.2 Vectorul liber nenul

unde
R:R*—R? R(z,y) = (~y, 1),

este o rotatie in sens trigonometric de unght 90°, se numeste versorul normal la curba
C =Imec in punctul P = c(t).
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Observatia 4.3.3 Folosind definitia produsului scalar in spatiul R?, se verifica usor ca

IT@)I° = IN@)I[F =1 si (T(t),N(t)) =0, Vel

adica reperele
Ry ={P=c(t); T(t),N(t)}, Vtel,

sunt repere ortonormate in planul geometric euclidian Fs.
Definitia 4.3.4 Reperul ortonormat mobil
Ri={P = c(t); T(t),N(t)},
unde t € I, se numeste reperul lui Frénet asociat curbei C' = Imc in punctul P = c(t).

Sa consideram acum vectorul liber

numit vectorul acceleratie in punctul P = ¢(t). In acest context, putem introduce urms-
torul concept geometric:

Definitia 4.3.5 Numarul real
ko) EORED) _ 2 0y'(E) 2" (' (1)

le@IP 1@ (1) + /()7
se numeste curbura curbei C' = Imc in punctul P = c(t).

Studiind acum variatia versorilor reperului lui Frénet, putem demonstra urméatorul
rezultat geometric important:

Teorema 4.3.6 Versorii T(t) si N(t) ai reperului lui Frénet asociat curbei C' = Imc in
punctul P = c(t) verifica urmatoarele formule Frénet:

dT
= = . "N
= () -ol) N ()
dN
—p = k(@) u(®) - T (),
unde v(t) = ||¢(t)|| reprezinta viteza curbei C' = Imc in punctul P = c(t).

Demonstratie. Deoarece baza B, = {T'(t), N(t)} este ortonormata, rezulta cd urma-
toarele descompuneri sunt adevarate:

= (G T0) -1+ (N0 N

. <%,T(t)> T(t) + <%,N<t>> ().

Derivand acum relatiile

(T'(1), T(t)) = (N(t), N(t)) = 1 si (T(t), N(t)) =0
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deducem ci

<%,T(t)> = <dd—]Z,N(t)> =0si <(2—€,N(t)> + <(2—JZ,T(t)> =0,

adica avem adevarate descompunerile

% _ <%,N(t)> N ()

Deoarece, prin derivare directa, obtinem

AT (é(t),é(t) 1

A O O

gasim ca s :
<dT N(t)> _ O RED)) gy o),

dt’ eI

adica ceea ce aveam de demonstrat. m

Exemplul 4.3.7 Curba descrisa de un punct M aflat pe un cerc de raza v > 0 care
se rostogoleste fara alunecare de-a lungul axei Ox se numeste cicloida. Sa se calculeze
elementele reperului lui Frénet si curbura intr-un punct arbitrar al cicloidei C = Imec,
unde

c:R\{ 2l |l€Z} —R? ct) = (r(t —sint),r(1 — cost)).

Cicloida C

Este evident ca avem
x(t) =r(t —sint) gi y(t) = r(1 — cost).
Prin derware, obtinem
2'(t) = r(1 — cost) giy'(t) = rsint,

adica
¢(t) = (r(1 — cost),rsint).
Deoarece avem

1é(t)]] = rvV2- V1 —cost = 2r

.t
sin —
2 Y
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2 2

deducem ca
I 1 Lttt
, ce(t) = | sin” 5 sin g cos 5

1 ottt
| —Sm—- CoS —,sIin" — |,
2 2

gt .
= RAE)) = 5

unde t € R\{ 2ir | | € Z}.
Derwand inca o data, gasim
2"(t) =rsint g1 y"(t) = rcost.

Prin urmare, curbura cicloidei este
!/ ! 1 /
— -1
k(t) = = (t/)y (2t) - (t)f:ffz) _ . VteR\{ 2r | e},
(@ ()2 + ()2 81“5'

4.4 Schimbari de parametru. Orientarea unei curbe

plane

Fie c: I C R — R? o parametrizare regulatd, definitd prin

si fie curba plana C' = Imec.

Definitia 4.4.1 Orice functie
t:ICR—JCR, t —1(t),

unde J este un interval real, care este derivabila, bijectiva si cu tnversa

t:JCR—=TCR, t—tt),

derivabila se numeste schimbare de parametru a curbei C = Imc iar parametrizarea

requlata
¢:JCR—R? &) =c(t)),

se numeste reparametrizare a curbei C' = Imec.
Observatia 4.4.2 Dacat = t(t) este o schimbare de parametru pentru curba pland para-

metrizata C' = Im ¢, atunct urmatoarea egalitate este adevarata

dt - dt " T dt o dE
dt
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Teorema 4.4.3 Daci t = t(t) este o schimbare de parametru pentru curba pland para-
metrizata C' = Im ¢, atunci urmatoarele formule de invarianta sunt adevarate:

C=Imé=Ime=C,

T(I) = £T(t), N(@{) = £N (1),

k(@) = £k(t), D) = Lo(t) - %
§l pu
— = k(@) -9(0) - N(0)
dN -
— =~k -5(0) - T(D),

7

dt dt
unde semnul” +7 apare daca — > 0 tar semnul” — 7 apare daca — < 0.

dt dt

Demonstratie. Formulele de mai sus se deduc imediat din relatiile de derivare a functiilor
compuse, si anume
o). &
‘ dt
si

Observatia 4.4.4 FEgalitatile din teorema precedenta ne sugereaza ca curbele plane para-
metrizate requlate pot fi privite ca curbe plane orientate (cu un sens de parcurs). In-
tuitiv vorbind, putem aprecia ca orientarea unei curbe plane parametrizate c(t) este data
de orientarea geometrica a vectorului tangent ¢(t) ca vector liber legat in punctul c(t).
In acest context geometric, o schimbare de parametru t = ¥(t) a curbei plane C = Imec
pastreazda orientarea curbei C' daca

dt

— >0
dt

§i tnverseaza orientarea curbei C' daca

dt

— < 0.
dt

Exemplul 4.4.5 Fie curba plana parametrizata requlata C' = Im ¢, unde
c:(0,00) — R? ¢(t) = (sint,Int).

Functia
t:(0,00) = R, #(t) = Int,

este o schimbare de parametru a curbei C' = Im ¢, avdnd inversa

t:R— (0,00), t(t) = €.
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In acest context, reparametrizarea curbei C' =Im ¢ este datd de
¢:R—R% (1) = (sine, 7).
Este important de subliniat ca avem adevarata egalitatea
C=Imc=Imc=C.

Deoarece i@t
—_:€t>0, VEGR,
dt

rezultd cd schimbarea de parametru t(t) = Int pastreaza orientarea curbei C' determinata
de orientarea geometrica a vectorului tangent

o) = (cost,%) |

Exemplul 4.4.6 Fie curba plana parametrizata regqulata C' = Im ¢, unde
c:[0,1] — R?, c(t) = (2t,12).

Functia
t:[0,1] — [0,2], #(t) = 2t,

este o schimbare de parametru a curbei C' = Im ¢, avdnd inversa

t:10,2] — [0,1], t(t) =

DN | I

In acest context, reparametrizarea curbei C' = Imc este datd de
7
¢:[0,2] = R?, ¢(f) = (E, Z) .
Este important de subliniat ca avem adevarata egalitatea

C=Imé=Imec=C.

Deoarece i1
—==->0,Vtel0,2],
at 2 0,2]
rezulta ca schimbarea de parametru t(t) = 2t pastreaza orientarea curbei C' determinati
de orientarea geometrica a vectorului tangent

c(t) = (2,21).

Exemplul 4.4.7 Sa se calculeze curbura intr-un punct arbitrar al elipsei

unde a,b > 0. Deoarece curbura elipsei nu depinde de parametrizarea aleasd (modulo un
semn care determinda orientarea elipsei (E)), subliniem ca o parametrizare a elipsei (E)
este data de

x(t) = acost gi y(t) = bsint,
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unde t € [0,2m). Prin derivari succesive, obtinem
2'(t) = —asint [ 2”(t) = —acost
{ y'(t) = bcost v { y"(t) = —bsint.
Prin urmare, curbura elipsei (E), considerata ca orientatd in sens trigonometric, este

ab

k t) = )
®) (a2sin?t + b2 cos? t)3/2

Vtel0,2m).

Observatia 4.4.8 In cazul particular al elipsei (E) pentru care
a=b=r>0,
adicd in cazul cercului (C) centrat in originea O(0,0) si de razd r de ecuatie
(C): 2* +y* =12,
considerat ca orientat in sens trigonometric, obtinem curbura
k(t) = % = constant, ¥V t € [0,27).

Pe de alta parte, daca consideram semicercul superior al cercului (C') si parametrizarea
sa orientata in sensul acelor de ceasornic, definita prin

w(r) =7 giy(r) = Vr? -7

unde T € [—r, 1], obtinem curbura

1
k(t) = = constant, ¥ T € [—r,r].

4.5 Lungimea unei curbe plane. Parametrizarea cano-
nica

Sa consideram ca C' = Im ¢, unde
¢ilab] C R — R, c(t) = (a(t), y(t)), a<b,
este o curba plana parametrizata regulata.

Definitia 4.5.1 Lungimea curbei C' = Imc este definita prin formula

L) = [ Netwllde = [ VOF + W @Pdt > o

Observatia 4.5.2 Definitia de mai sus este consistentda din punct de vedere geometric
deoarece daca tmpartim curba plana C = Imc in arce de curba suficient de mici, atunci
putem aproxima lungimea acestor arce de curba cu lungimea segmentelor de dreapta pe
care le subdantind. Fvident, lungimea curbei C' = Im ¢ se obtine adundnd lungimile acestor
segmente de dreapta si aplicind sumei un procedeu la limita ca la integrale care ne conduce
la formula de mai sus.
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Observatia 4.5.3 Dacat = t(t) este o schimbare de parametru pentru curba pland para-

metrizata C' = Im ¢, atunci

L(C) = L(C),

adica lungimea unei curbe plane nu depinde nici de parametrizare nicit de orientare.

Exemplul 4.5.4 Sa se calculeze lungimea cercului C' = Im ¢, unde
c:[0,27] — R? ¢(t) = (rcost,rsint), r > 0.
Vectorul tangent intr-un punct arbitrar al cercului C' = Im c este
¢(t) = (—rsint, rcost)
iar norma acestui vector (viteza) este
v(t) = |le)]| =7, ¥Vt e0,2n].

In concluzie, lungimea cercului este
2m
L(C) = / rdt = 2mr.
0
Teorema 4.5.5 Daca L > 0 este lungimea curbei plane C' = Im ¢, atunci functia

t
st ab] — [0, 1], s(t) / 16(0)]|do,
este o schimbare de parametru pentru curba C' = Imc avdand proprietatea ca
le(s)l| =1, ¥V s €[0, 1],

unde
¢:[0,L] = R?, E(s) = c(t(s)) = (x(t(s)), y(t(s))).

Demonstratie. Din definitia integralei definite deducem ca functia

s(t) = / () ldo

este derivabila gi, mai mult, avem

ds

= = 1@l # 0, vt & [a, b].

Atunci, conform teoremei functiei inverse din analiza matematica, rezulta ca functia

s = s(t)
este inversabild iar inversa ei
t=t(s)
verifica relatia
dt 1
—=——-—7#0, Vsel0,L].
ds |[e(t(s))]]
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In concluzie, functia s = s(t) este o schimbare de parametru, adici aplicatia
¢ [0, L) — R?, &(s) = c(t(s)) = (x(t(5)), y(t(5))),
este o reparametrizare a curbei C' = Imc. Prin urmare, avem
C=Imé¢=1Imc=C.

Folosind acum regula de derivare a functiilor compuse, deducem ca

c(s) = é(t(s)) - g ()] = llet())I] ey = L Vs €10, L]

Definitia 4.5.6 Parametrul s din teorema precedentd se numeste parametrul canonic
sau parametrul lungime de arc al curbei C' = Im c iar reparametrizarea curbei C' = Im ¢

data de
¢:[0,L] = R?, &(s) = c(t(s)) = (x(t(s)), y(t(s))),

se numeste parametrizarea canonica a curbei plane C' = Imec.

Observatia 4.5.7 Parametrizarea canonica a curbei C' = Im ¢ pastreaza orientarea curbet

C' deoarece
dt 1

E_W>O7VSE[O7L].

Observatia 4.5.8 Proprietatea fundamentala a unei curbe plane C =1Im ¢, parametrizata
canonic prin
c(s) = (x(s),y(s)), Vs €[0,L],

este ca .
l|é(s)ll =1, Vs €[0,L].

Din acest motiv, curbele plane parametrizate canonic se mai numesc si curbe de viteza
unu.

Observatia 4.5.9 Teorema precedenta ne arata ca teoretic orice curba planda parame-
trizata requlata poate fi reparametrizata canonic. Practic insa gasirea parametrului canonic
s este adesea foarte dificila, chiar imposibila, deoarece integrala care defineste parametrul
canonic conduce la functii s(t) extrem de complicate, care nu pot fi ugor inversate.

Exemplul 4.5.10 Sa se reparametrizeze prin lungimea de arc cercul C' = Im ¢, unde
c:[0,2n] — R?, ¢(t) = (rcost,rsint), r > 0.
Prin derivare, obtinem
¢(t) = (—rsint,rcost), V¢ € [0, 27].
Norma vectorului viteza este
lle@)|] =7, ¥Vt el0,2r].
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Atunci, parametrul lungime de arc este
t
s(t) :/ rdo =rt, ¥t € 0,2n].
0
tar wnversul parametrului canonic este
s
t(s) = o Vs €[0,2nr].

In concluzie, reparametrizarea canonica a cercului C' = Imc este data de

¢:[0,27r] — R?, ¢(s) = c(t(s)) = (T cos?,rsin ;) :

Cu alte cuvinte, avem

st ,
1é(s)]| =1, V' s € [0, 277].

4.6 Interpretari geometrice pentru curbura unei curbe
plane

Deoarece orice curba plana parametrizata regulata poate fi reparametrizata prin lungimea
de arc, sa presupunem ca C' = Im ¢, unde

c:[0,L] = R? c(s) = (2(s), y(s)),
este o curba pland parametrizata canonic. Atunci, rezulta cd avem
v(s) = [le(s)l| =1 & ((9))° + (¥/(5)* =1, Vs € [0, L].

In acest context, tinand seama de formulele de invarianti demonstrate anterior si
alegdnd o orientare convenabild a curbei plane C' = Im ¢, expresiile elementelor reperu-
lui lui Frénet, expresia curburii, precum si formulele lui Frénet, se simplifici dupa cum
urmeaza:

dTl’
dN
E = —]{7(5) . T(S)

Teorema 4.6.1 Curbura unei curbe plane parametrizate canonic are expresia
k(s)=¢'(s), Vs€|0,L],

unde (s) reprezinta unghiul format de tangenta la curba C' in punctul c¢(s) cu azxa Ox.
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Demonstratie. Din relatia
(@'(s)* + (y'(s))* =1, Vs € [0, L],
rezulta ca exista o functie bijectiva
¢ :10,L] — [0, 2n]

astfel incat pentru orice s € [0, L] avem

x'(s) = cosp(s)

y'(s) = singp(s),
unde ¢(s) reprezinta unghiul format de vectorul tangent ¢(s) = 2'(s)i+y'(s)j cu vectorul
liber i.

Din aceste relatii rezulta imediat expreia cautata a curburii, si anume
k(s) = a'(s)y"(s) — 2"(s)y'(s) = ¥(s), ¥ s € [0, L].

]

Corolarul 4.6.2 Orice dreapta din plan are curbura egala cu zero in fiecare punct al ei.
Reciproc, daca o curba plana are curbura in fiecare punct ale et

k(s) =0,
atunci curba plana are imaginea inclusa intr-o dreapta.

Demonstratie. Sa presupunem ca avem o dreapta arbitrara din plan, de ecuatie

iﬁ—ﬂfo:y—yo
[ m

D :

unde /2 + m? # 0. Atunci, o parametrizare regulati a dreptei D este data de
x(t) = 29 + It si y(t) = yo +mt,
unde t € R. Rezulta imediat de aici ca
sy - ZO ) — a0y (1)
(@ (0)2 + (' (1))
Reciproc, sa presupunem ca C' este o curba plana cu proprietatea ca

k(s)=¢'(s) =0, Vsel0,L],

=0, VteR.

unde s este parametrul canonic al curbei plane C. Atunci, deducem imediat ca
@(8) = %o € R? v s € [OuL]v

adica avem
2'(s) = cos @, z(s) = xo + s cos g,
, . & .
y'(s) = sinp, y(s) = yo + ssin p,
pentru orice s € [0, L], unde zg, 3o € R. Evident, imaginea parametrizarii regulate

c(s) = (wo + s cos gy, yo + ssingy), s € [0, L],

este inclusa in dreapta
ST =T Y —Yo
T cosp,  singg
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Corolarul 4.6.3 Orice cerc din plan orientat in sens trigonometric i avand raza r > 0
are curbura constanta

1

’

k=
in fiecare punct al sau. Reciproc, daca o curba pland are curbura in fiecare punct al et
k(s)=Fk >0,

unde k este o constanta, atunci curba pland are imaginea inclusa intr-un cerc de raza

1
=
Demonstratie. Sa presupunem ca avem un cerc arbitrar din plan, de ecuatie
C:(z—20)°+ (y — ) =1
Atunci, o parametrizare regulata in sens trigonometric a cercului C' este data de
x(t) = xog + rcost si y(t) = yo + rsint,

unde ¢ € [0, 27]. Rezultd imediat de aici ca

_ Oy () — 2"y (@)
[(2/(£)2 + (y'(t))2*

Reciproc, sa presupunem ca C' este o curba plana cu proprietatea ca

k(t)

1
=—, Vtelo,2n].
r

k(s)=¢'(s) =k >0,V sel0,L],
unde s este parametrul canonic al curbei plane C. Atunci, deducem imediat ca
SO(S) = ks + Y05 v s € [OvL]a

unde ¢, € R, adica avem

L.
#(s) = cos (ks + @) z(s) = wo + 7 sin(ks + py)
y'(s) = sin (ks + ¢,) 1

y(s) = yo — z cos(ks + @)

pentru orice s € [0, L], unde zg, 3o € R. Evident, imaginea parametrizarii regulate

1 1
c(s) = <:c0 + % sin(ks + ¢g), Yo — p cos(ks + wo)) , s €10, L],

este inclusd in cercul
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4.7 Probleme rezolvate

1. Sa se scrie ecuatiile implicite ale urmatoarelor curbe plane parametrizate:

136

(a) C1 =1Imey, ¢1(t) = (2cost,3sint), ¢ € [0, 27];
(b) Cy =Imecy, co(t) = (2cos4t, 3sin4t), t € [0, 27];
(c) C5 =1Imecs, c3(t) = (cosht,sinht), t € R.

Rezolvare. (a) Deoarece x(t) = 2cost si y(t) = 3sint, rezulta cd avem

C@@®)? | w®)® _
Cr: =+ =1

Cu alte cuvinte, curba (' reprezinta elipsa descrisa de ecuatia carteziana
2 2
T Y
Ci:—+==1.
T
(b) Avem x(t) = 2cos4t si y(t) = 3sindt, t € [0,27]. Prin analogie cu punctul
anterior, rezulta ca curba Cs reprezinta, de asemenea, elipsa

1.2

2
y
=1
17

Trebuie remarcat insa faptul ca "diferenta" dintre cele doua elipse de la punctele (a)
si (b) constd in faptul ca, in primul caz elipsa este "infigurata" o singurd data, in
timp ce in cel de-al doilea caz elipsa este "infagurata" de patru ori. Cu alte cuvinte,
din punct de vedere parametric, desi reprezinta aceeasi imagine, avem de-a face cu
doua "elipse distincte".

(c) Din x(t) = cosht si y(t) = sinht¢ deducem ca
(@) = (y()* =1, VteR.
In concluzie, curba Cj este hiperbola echilaterd Cy : 2> —¢? =1, 2> 0. m

Sa se scrie ecuatiile parametrice ale urmatoarelor curbe plane definite implicit:

(a) Cr:y=Inx+1, x>0
2 2

LY
(b)(12.4+25 1;

(c) C3: 2% +32%y —y*+9=0.
Rezolvare. (a) Luand 2 = ¢, t > 0, deducem c& y = Int + 1. In concluzie, avem
Cy=Imey, ¢ : (0,00) — R? unde ¢ () = (t,Int + 1).

(b) Luand = = 2cost gi y = 5sint, t € [0,27], obtinem parametrizarea elipsei Cs.
Cu alte cuvinte, avem curba pland parametrizatd Cy = Imcy, 3 : [0,27] — R?
unde c3(t) = (2cost, bsint).
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(c) Cdutdm un parametru t € R cu proprietatea y = tx. In aceste conditii, obtinem
relatia (1 + 3t — t3)2® +9 = 0, adica

x =y 9 y:t{"/—g :
3 —3t—1 3 —3t—1

Prin urmare, gasim C3 = Im c3, unde

e 9 \/ 9
Cg(t)_<\/t3—3t—1’t B_3t_1]"

unde 3 —3t —1#0.m

3. Sa se scrie ecuatiile tangentelor si normalelor la curbele (' si (5 in punctele lor de
intersectie cu axa Oux:

3 t?-3
12—t t

(a) Cr =Imey, 1(t) = < ) , t € R\{0, 2};

(b) Cy: 2% —xy?> +22+y—3=0.

Rezolvare. (a) Punctele de intersectie cu axa Oz se obtin cand y(t) = 0. Deducem
ci avem doud puncte de intersectie: P(t = —/3) si Q(t = v/3). Vectorul vitezs al

curbei C este
) 6(t—1) 3
=(———L 14+,
Cl(t) < (t2—2t)2’ +t2)

Rezultd ¢ (—v/3) = (2(3v/3-5),2) si ¢1(vV/3) = (—2(3v/3+5), 2). Rezulta ci ecuatiile
tangentelor si normalelor in punctele P si () sunt:

3

T3 03
TpCh: —F———==, NpCi:|x—
PLU1 3\/5_5 1 PLU1 (

3
——— ) (3V3-5)+y =0,
n 3) ( )+
3
T30/ 3
ToC, : —=2—2V2 2 NoCy: (0 ————= | (3V3+5)—y=0.
Ny B Q1< 3_2\@)( )=y
(b) Punctele de intersectie cu axa Ox se obtin pentru y = 0. Cu alte cuvinte,
avem ecuatia 2% + 2x — 3 = 0 si radécinile 2; = 1, 75 = —3. Obtinem punctele de
intersectie P(1,0) si Q(—3,0).
Gradientul functiei f(z,y) = 2? — zy® + 22 +y — 3 este dat de
grad(f)(z,y) = 2z — y* + 2, -2zy + 1).

In particular, obtinem grad(f)(P) = (4,1) si grad(f)(Q) = (—4,1). Prin urmare,
ecuatiile tangentelor i normalelor in punctele P si () sunt:

1
TpCy : 4z +y —4 =0, Npogzx4 :%(:Hc—ély—l:O,
3
ToCy : —dx+y—12 =0, J\f<,2c72:33+4 :%@x+4y+320.
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4. Sa se determine ecuatiile tangentelor si normalelor la conica
I':dxy+ 3y + 162 + 12y — 36 = 0,

in punctele ei de intersectie cu axele de coordonate.
Rezolvare. Punctele de intersectie ale conicei I' cu axa Oz se obtin cand y = 0,
adica rezolvand ecuatia 16x—36 = 0. Rezulta ca exista un singur punct de intersectie
cu axa Oz, si anume P(9/4,0). Pentru a afla punctele de intersectie ale conicei I'
cu axa Oy, facem = = 0 si obtinem ecuatia y? + 4y — 12 = 0, ale cérei solutii sunt
y1 = 2 si yo» = —6. Cu alte cuvinte, avem punctele de intersectie Q(0, 2) si R(0, —6).
Deoarece f,(x,y) = 4y + 16 si fy(x,y) = 4o + 6y + 12, rezultd ca avem ecuatiile
tangentelor

Tpl': 162 +21y —36 =0, Tol':a+y—2=0, Trl':z+3y+18=0.
Ecuatiile dreptelor normale sunt:

Npl': 84x — 64y — 189 = 0, Nol':z —y+2=0, Ngl': 3z —y—6=0.
]

5. Sa se calculeze lungimile urmatoarelor curbe plane:

(a) C; =Imey, ¢; : [0,27] — R? unde
c1(t) = (2cost — cos2t,2sint — sin 2t);
(b) Cy =TImecy, ¢y : [0,7] — R? unde
c2(t) = (a(t —sint),acost), a > 0.
Rezolvare. (a) Vectorul viteza al curbei C} este
¢1(t) = (—2sint + 2sin2t,2 cost — 2 cos 2t)

iar norma vectorului viteza este ||¢;(t)|| = 4sin(¢/2). In concluzie, avem

27 t " 2
L(Cy) = / 4sin §dt = -8 cosg| = 16.
0 0

(b) Vectorul viteza al curbei Cy este
éa(t) = (a (1 —cost), —asint)

iar norma vectorului viteza este ||éo(t)|| = 2asin(t/2). In concluzie, avem

T t
L(Cy) = / 2a sin §dt = 4a.
0
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6. Sa se arate ca urmatoarea curba nu este parametrizata canonic si, in consecinta, sa
se reparametrizeze canonic prin lungimea de arc:

C=1Ime, ct)=(e"(cost—sint),e *(cost +sint)), te[0,a], a>0.

Rezolvare. Vectorul viteza al curbei C este ¢(t) = —2e *(cost,sint). Rezulta ca
l|¢(t)]| = 2e7", adicd avem

¢ ¢
s = / l|é2(0)||do = / 2¢ 7do = —2e " + 2.
0 0

Inversand, gasim ¢t = In [2/ (2 — s)], s < 2. Prin urmare, vom obtine parametrizarea
canonica prin lungimea de arc:

C =Ime, ¢:[0,2—2e — R?

unde

~() 2—3s | 2 - 2 1 2 +sinl 2
c(s) = cosIn — sinln ——  cosln sin In :
2—35s 2—35’ 2—35 2—35

7. Sa se determine curburile urmatoarelor curbe plane:
(a) Cp =Imey, c1(t) = (3t%,3t — t3) in punctul P(t = 1);

(b) Cy: <g)2/3 + <%)2/3 =1 in punctul P (?, 3%4/§> :

(c) C3:y=2%—42% — z* in punctul P(0,0).
Rezolvare. (a) Avem z(t) = 3t%, y(t) = 3t — t* si, prin derivare, deducem c&

2'(t) = 6t, 2"(t) = 6 5i ¢/ (t) = 3 — 3t2, y"(t) = —6t. Aplicand formula curburii de la
curbele plane parametrizate arbitrar, gasim

-2
S GRS
Prin urmare, avem k(P) = k(t = 1) = —1/6.

(b) Curba C este o astroida ce poate fi parametrizata prin

x(t) =2cos®t, y(t) = 3sin’t,

V2 3v2
27 4
corespunzator valorii ¢ = 7/4. Cu ajutorul derivarii functiilor x(t) si y(¢), precum
si al formulei curburii (), vom gasi

unde ¢t € [0,27\{0, 7/2, m, 37 /2, 27 }. Punctul P > este un punct regulat

k(P) :k<t: %) - 1_38/1_53

(c) Parametrizim curba Cs, luand x(t) = ¢ si y(t) = t* — 4> — t*, t € R. In urma
calculelor, gasim k(P) =k(t=0) = —8. m
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8. Sa se determine curba plana a carei curbura este

1
14 52’

k(s) =

unde s € R este parametrul canonic.

y(s)) parametrizatd canonic, adica o
1. Rezulta ca exista o unica functie
'(s) = sin(s). In acest context, avem

Rezolvare. Cautam o curba c( ) = (z(s),
curbi cu proprietatea (2/(s))? + (v/(s))? =
©(s) € [0,2m] astfel incat z’(s) = cosp(s) siy

1
k pu— / = —
(5)=¢(s) = =
adicd p(s) = arctan s € [—7/2,7/2], abstractie facand de o constantd. Prin urmare,
obtinem
2 (s) = ! siy(s) ==+ i
s2 41" s +1

Prin integrare, gasim doua curbe:
x(s) ln<s+\/52 ) siy(s) =+vs2+1,

abstractie ficand de niste constante. In final, calculand curburile celor dou# curbe
anterioare, deducem ca (abstractie ficand de o roto-translatie in plan) curba cdutata
este doar curba

z(s) =1In (s + M) siy(s) =vs2+ 1.

4.8 Probleme propuse

1. Sa se scrie ecuatiile implicite ale urmatoarelor curbe plane parametrizate:

(a) — lantisorul de egald rezistenta: C; = Imcy, ¢1(t) = (¢,Incost), unde cost > 0;

(b) — astroida: Cy = Imcy, co(t) = (acos®t,bsint), t € (0,27)\{r/2, m, 37/2} si
a,b> 0.

R. (a) C;:y=Incosz, z € ((4k_ Dr (4k + 1)7T> ke

2 ’ 2

Cy - \S/g—l— \3/?2_72 =1,z € (—a,a)\{0} si y € (—b,b)\{0}.

2. Sa se scrie ecuatiile parametrice ale urmatoarelor curbe plane definite implicit:
(a) Cp:y?=e" + 1;

(b) — cisoida lui Diocles: Cy : (22 + y*)x — 2ay* = 0, unde a > 0, (z,y) # (0,0).
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R. (a) C; = Imcy, unde ¢; : (—oo, —1) U (1, 00) — R?

(b) Cy = Im ¢y, unde ¢ : R\{0} — R?,
2at?  2at?
C2<t) = ( ) .

t24+1124+1

3. Sa se scrie ecuatiile tangentelor si normalelor la curbele C si Cs in punctele lor de
intersectie cu axele Ox si Oy:

(a) Cy = Tmey, er(t) = (g (t+ %) g (t— %)) e R\{0}, a,b > O:
(b) Cy: (y—1)*+27(x —2)* =0, unde (z,y) # (2,1).
R. (a) P(a,0), TpCi : x —a =0, NpCy : y = 0;
Q(—a,0), ToCy - x+a =0, NoCy : y = 0.

(b) P(0,1 —3/4), TpCy : ¥/4r —y+1—3Y/4 =0,
NpCy : /22 + 2y — 24 63/4 = 0;

Q<18+\/§

5 ,0>,TQCQ:6\/§:c+3y—12¢§—2:0,

NoCs : 97 — 18V/3y — /3 — 18 = 0;

1 _
R(ST\/g,()),TR02:6J§x—3y—12¢§+2:o,

NpCy : 9z + 183y + /3 — 18 = 0.
4. Sa se scrie ecuatiile tangentelor la conica
I:a? -2 — 52 +4y+6=0,

in punctele ei de intersectie cu axele de coordonate.

R. Intersectiile cu axele sunt P(0,3), Q(0,—1), R(3,0) si S(2,0). Tangentele cores-
punzatoare sunt: Tpl': v +8y—24 =0, Tpl' : 52 —8y—8 =0, Tgl': v +4y—3 =0
siTsl':x—4y—2=0.

5. Sa se calculeze lungimile urmatoarelor curbe plane:

(a) C; =Imey, ¢ : [0,27] — R? unde

t t
c(t) = (4a cos® 5,4a sin® 5) , a > 0;

(b) — lemniscata lui Bernoulli: Co : (22 4+ y*)? + 2a*(y? — 2%) = 0, unde a > 0,
(z,y) # (0,0).
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R. (a) L(Cy) = 12a.

(b) Cautand o parametrizare de forma y = tz, gdsim ca lemniscata lui Bernoulli
poate fi parametrizatd ca Cp = Im ¢l UTIm ¢2, unde ¢y” : (—=1,1) — R2,

V2(t) = (ia\f\/—i\/_tm).

2’ 1+ ¢2

Deoarece curbele C] = Im cd i C3 = Im ¢2 sunt simetrice fatd de origine, rezultd cd
avem

L(Cy) = 2L(C;) =

1.3.5. (2n—1) 11
4a\f<1+z 2 ﬁ'4n+1>’

n>1

Sa se arate ca urmatoarele curbe nu sunt parametrizate canonic si, in consecinta,
sa se reparametrizeze canonic prin lungimea de arc:

(a) C1 =1Imey, ¢1(t) = (2cost — cos2t,2sint — sin 2t), t € [0, 27];

(b) Cy =TImecy, ¢y : [r,00) — R? unde

t 3 t
= ([ 520 [ 7).

S, s € [0,16]. (b) t = we®, s € [0, 0).

] _
R. (a) t = 2arccos

Sa se determine curburile urmatoarelor curbe plane:

ht sinht
(a) C1 =Imey,eq(t) = <Coi ,Slr;

(b) — clopotul lui Gauss: Cy :y = e~*" in punctul P(0,1);

(c) C3: 2% —8y* + 8xy = 0, unde (x,y) # (0,0), in punctul P(2, —1).
—2t4/2

[(t —1)2€2 + (t +1)2e —zt]3/2'

(b) k2(P) = —2. (c) k3(P) = 32/ (5V/5).

Sa se determine curba plana a carei curbura este

), t # 0, intr-un punct curent al curbei;

R. (a) k() =

unde s < 0 este parametrul canonic.

R. Abstractie facand de o roto-translatie in plan, avem curba plana x(s) = —e

— /] — e2s
y(s) = \/1—625—1— c
1+\/1—e23
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5. CURBE iN SPATIU

In acest capitol vom defini riguros curbele in spatiu si vom studia principalele proprietiti
geometrice ale acestora. Totodata vom scoate in evidenta nigte marimi scalare (curburd si
torsiune) care ne vor da informatii asupra formei unei curbe in spatiu. Pe parcursul acestui
capitol, prin aplicatie diferentiabila vom intelege o aplicatie neteda, adica o aplicatie
diferentiabild de o infinitate de ori pe un domeniu deschis, convenabil ales, in sensul ca
acesta este inclus in domeniile de definitie ale aplicatiei studiate si derivatelor acesteia.

5.1 Definitii si exemple

Definitia 5.1.1 O aplicatie diferentiabila ¢ : I C R — R3, unde I este un interval real,
definita prin
c(t) = (x(t),y(t), 2(t), Vtel,
unde
(@ ()" + (1)) + (1) #0, Vi,
se numeste parametrizare regulata.

Definitia 5.1.2 Variabila t € I, care defineste parametrizarea requlata c(t), se numeste
parametru.

Definitia 5.1.3 Multimea de puncte din spatiu
Tme ™ {P(x(t),y(t),2(t) | t € I} C B,

care reprezinti imaginea unei parametrizari requlate c(t), se numeste curba parame-
trizatda regulatd in spatiu. Daca un punct P(x(ty),y(to), 2(to)) are proprietatea

(2/(0))* + (¢ (10))” + (</(t0))* = 0,
atunci punctul P se numeste punct singular al curbei parametrizate Im c.

Definitia 5.1.4 O multime nevida C' de puncte din spativ cu proprietatea ca pentru
fiecare punct My(zo,v0,20) € C exista in R® o vecinatate V' a punctului My si exista o
parametrizare requlata

c:ICR—R?

astfel incat
CNV=Imc

se numeste curba in spatiu.

Observatia 5.1.5 Intuitiv vorbind, o multime nevida C de puncte din spatiu este o curba
in spatiu daca intr-o vecinatate suficient de mica a fiecarui punct My € C' curba in spatiu
poate fi identificata cu imaginea unei parametrizar: requlate din spatiu.
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Observatia 5.1.6 Este evident ca orice curba parametrizata in spatiu este o curba in
spatiu.

Observatia 5.1.7 O curba in spativ poate fi privita ca imaginea mai multor parame-
trizari requlate distincte.

Exemplul 5.1.8 Fie aplicatia diferentiabila
c:R—R?
definita prin
c(t) = (acost,asint, bt),
unde a > 0 g1 b # 0. Deoarece functiile
x(t) = acost, y(t) = asint gi z(t) = bt
verifica relatia
(' (1) + (1)) + (2 (1)? = a®sint + a®cos? t + b* = a® +1? £ 0, V t € R,
rezultd ca aplicatia diferentiabila ¢ este o parametrizare regqulata. Rezulta ca imaginea

parametrizarii requlate ¢ este o curba in spatiu C' = Imc a carei reprezentare grafica este
data in figura de mai jos (elicea circulara):

A(0,0,0)

X

FElicea circulara C

Exemplul 5.1.9 Sa consideram multimea de puncte din spatiu

ryz =1
C:{
T =1y.

O parametrizare requlata a multimit de puncte C este evident data de
1

t_2>

unde t # 0. Prin urmare, considerind parametrizarea requlata

c:R\{0} —» R?

o) = (t,t,t%) |

obtinem ca avem adevarata relatia
C=Ime.

In concluzie, multimea de puncte C' este o curba in spatiu.

r=y=1t4§ z=

definita prin
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Fie f,g : D C R?* — R, unde D este un domeniu deschis din R?, o functie diferentiabili.
Reamintim din analiza matematica faptul ca pentru orice punct P(z,y,2) € D vectorii

rad(r)) ™ (5P, Sy i)

si
grad(o)(P) " (3P). 1) AP )

unde Jf/0x e of /0y et fy st 0f/0z g, (respectiv dg/0z 2 g, dg /0y o gy si
8g/0z "2 g.) reprezinti derivatele partiale ale functiei f(x,y, z) (respectiv g(z,y, z)), se
numesc gradientii functiilor f gi g in punctul P(z,y, z).

Definitia 5.1.10 Un punct My(zo, o, 20) € D care verifica relatia

lgrad(f) x grad(g)] (Mo) # (0,0,0)

se numegte punct regulat al functiilor f gi g. Un punct My(zo, Yo, 20) € D care nu este
requlat se numeste punct singular al functiilor f si g.

In acest context, putem demonstra urmitorul rezultat:

Teorema 5.1.11 Multimea de puncte din spativ P(z,y,z) € Es3 ale caror coordonate

verifica relatiile
flz,y,2) =0
C: { ( )
9(@,y,2) =0,

unde
[grad(f) x grad(g)] (P) # (0,0,0), V P € C,

este o curba in spatiu.

Demonstratie. Sa consideram ca My(zg, yo, 20) € C este un punct arbitrar al multimii
de puncte C (i.e. f(xo,y0,20) =0, g(z0, Y0, 20) = 0 si

lgrad(f) x grad(g)] (M) # (0,0,0)).
Deoarece conditia

lgrad(f) x grad(g)] (Mo) # (0,0,0)

este echivalenta cu conditia

af of

s %(Mo) 8_y(M0) 5 (Mo) ,
dg dg dg ’
%( 0) 8_y(MO) &( 0)

sa presupunem ca

a_y(MO) a(Mo) 2o
dg dg
ShMo) (Mo
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In conditiile de mai sus, conform teoremei functiilor implicite din analiza matematics
aplicata functiei
F=(f,9):DCR®—R?
si punctului My(zo, Yo, 20), deducem c& existd o vecinitate I a lui xy in R si existd doud

functii derivabile
p: ICR—-Rsgip: ICR—R

cu proprietatile

si
L (o pla), w(@) L (o ple), ()

w0 (@) G (o, (o). (o)

Prin derivare, din ultimele relatii gasim sistemul liniar

S0 9(0) 6(0) + (0, (@), @) () + B s pla). 0l () = 0

#0, Vaoel

B w. p(o). () + 5, pla). 0 (o) + 5 pla). vl () = 0

care ne conduce la solutiile

X (o pla), 0(a) L (zpla), ()

%mwmwm-ﬁmﬂwww
#(@) =~ 57 of el
7, (@ e@) V(@) 5o (@), (@)

(e (@), v(e)) G ple), 0l)

si

W(x):— f _f , Veel.
0

Sa consideram acum aplicatia diferentiabila
c:ICR—R?

definita prin

c(t) = (&, (1), ¥(1))-
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Deoarece

L+ (@) + (1)) #£0, Viel,
deducem ca aplicatia diferentiabila c(t) este o parametrizare regulata. Mai mult, ludnd
in R? o vecindtate convenabild V' a punctului My(zo, yo, 20) € C, obtinem ca

CNV =Ime.

In concluzie, deoarece punctul My(xg,vyo,20) € C a fost ales arbitrar, rezulta ca
multimea de puncte C este o curba in spatiu. m

Definitia 5.1.12 O curba in spatiu definita ca in teorema precedenta se numeste curba
in spatiu definita implicit.

Exemplul 5.1.13 Multimea de puncte din spatiu

ryz =1
C’:{ )
T=1y

este o curba in spativ numita curba lutr Titeica. Pentru a demonstra ca multimea de
puncte C' este o curba in spatiu, sa notam ca

f($>ya2) :ZUyZ—l §Zg(l‘,y’z) :gj_y2‘

Gradientii acestor doua functii sunt
grad(f)(P) = (yz,xz,2y) si grad(g)(P) = (1,-2y,0), ¥ P(x,y,z) € R?,

tar produsul lor vectorial este

i 7k
[grad(f) x grad(g)] (P) = |yz xz wxy |=
1 -2y 0

= 2%+ ayj — (22 +2)2k £0, ¥ P(a,y,2) € C.
Este important de subliniat ca o parametrizare requlata a curbei lui Titeica este

c:R\{0} — R?

c(t) = <t2,t, %3) :

Observatia 5.1.14 Din cele descrise pana acum deducem ca o curba tn spatiu poate
fi descrisa in doua feluri:

unde

Cu alte cuvinte, avem C' = Imec.

(1) parametric (ca imaginea unei parametrizari requlate ¢ : I C R — R3);
flx,y,2)=0
9(z,y,2) =0

Observatia 5.1.15 Din punct de vedere teoretic, cu ajutorul teoremei functiilor implicite
din analiza matematica, orice curba in spatiu definita implicit poate fi parametrizata local,
intr-o vecinatate a fiecarui punct. Practic insa, o astfel de parametrizare locala requlata
este dificil de exprimat in general. Pe cazuri particulare, prin artificit de calcul, pot fi
gasite totusi astfel de parametrizari requlate locale pentru curbele in spatiu definite implicit
(vezi exemplul anterior).

(2) implicit (ca o multime de puncte regulate C': {

DEFINITII SI EXEMPLE 147



5.2 Dreapta tangenta si plan normal

5.2.1 Curbe parametrizate

Sa consideram ca C' = Im ¢, unde
c: I CR—R3 ct) = (2(t),y(t), 2(1)),
este o curba plana parametrizata regulata si sa consideram ca
c(to) = Po(x(to), y(to), 2(t0)),

unde tg € I, este un punct arbitrar fixat al curbei C. Interpretarea geometrica a derivatei
aplicatiei ¢ in punctul ¢y implica faptul ca ca vectorul liber

(t) def ,1112% c(to + h})b — c(tg)7

este tangent la curba C' in punctul Py = c(t). In acest context, introducem urmitoarele
concepte geometrice:

Definitia 5.2.2 Vectorul liber nenul
¢(to) = (2'(to), y'(to), 2'(to))
se numeste vectorul tangent (viteza) la curba C in punctul Py = c(t).

Definitia 5.2.3 Dreapta Tp,C' care trece prin punctul Py = c(ty) si care este directionatd
de vectorul tangent ¢(ty) se numeste dreapta tangenta la curba C' in punctul P.

Definitia 5.2.4 Planul Np,C care trece prin punctul Py = c(ty) si care este perpendicular
pe vectorul tangent ¢é(tg) se numeste planul normal la curba C' in punctul P,.

Tangenta si planul normal la o curba in spatiu

Din geometria analitica in spatiu rezulta imediat urmatorul rezultat:

Teorema 5.2.5 Ecuatiile dreptei tangente T'p,C si a planului normal Np,C sunt descrise
de formulele
o r= z(to) _y—ylto) _ z— z(t)

T 0h) ) )

§i
Np,C': (z = x(to)) - 2'(to) + (v — y(to)) - ¥/ (o) + (2 — z(t0)) - #'(t0) = 0.
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Exemplul 5.2.6 Sa se scrie ecuatiile dreptei tangente si a planului normal in punctul

™
w03

la elicea circulara £ = Imc, unde
c:R — R3 ¢(t) = (cost,sint,t).
Este evident ca avem
x(t) = cost, y(t) =sint gi z(t) = t.
Prin derware, obtinem
2'(t) = —sint, 3/ (t) = cost gi 2'(t) = 1.

Calculdnd toate entitatile anterioare pentru

gasim ecuatiile

St

5.2.2 Curbe definite implicit

Sa consideram ca

unde
[grad(f) x grad(g)] (P) # (0,0,0), ¥ P € C,

este o curba in spatiu definitd implicit si sa consideram cd Py(xo, Yo, 20) este un punct
arbitrar fixat al curbei C' (i.e. f(zo,yo0,20) = 0 si g(zo, Yo, 20) = 0). Fie

c: 1 CR— R ¢t) = (x(t), y(1), 2(t)),

o parametrizare regulatd a curbei C' in vecinatatea punctului Py(xg, yo, 20). Atunci exista
tg € I astfel incat

c(to) = Po(z(to), y(to), 2(to)) = Fo(o, Yo, 20)

si
fa(@),y(t), 2(t)) = 0 si g((t),y(t), 2(t)) = 0, Vi eI
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Derivand ultimele egalitati in raport cu t si calculand totul in punctul ¢y, deducem ca

of of

SR (1) + (R - (00a) + G (B0) - () =0
< (grad(f)(Fp), c(to)) =0
si
SLR) - 1)+ G2R) - (0 (10) + 52 (R) - (1) = 0.

& (grad(g)(Fo), ¢(to)) = 0,
adicad vectorul nenul
lgrad(f) x grad(g)] (Fo)

este coliniar cu vectorul ¢(tg) care este tangent la curba C' in Py(xg, yo, 20)- In acest context,
introducem urmatoarele concepte geometrice:

Definitia 5.2.3 Vectorul liber nenul
[grad(f) X g’l“(ld(g)] (Po) = T]_(PO)Z + TQ(PQ)} + Tg(Po)E,

unde
%(Po) %(Po) g(PO) g(PO)
Ty(Py) = Y . To(Py) = — ox 0z
% py %p, % py %R,
Jy 0/ 900 or Y 92"
$t
% (r) Lmy
Y
TS(PO): ag ag 5
%(Po) 8_y<P°)

se numegte vectorul tangent la curba C' in punctul Py(xo, Yo, 20)-

Definitia 5.2.4 Dreapta Tp,C care trece prin punctul Py(xo, Yo, 20) §i care este directio-
nata de vectorul tangent

lgrad(f) x grad(g)] (Fo)

se numeste dreapta tangenta la curba C' in punctul Fy.

Definitia 5.2.5 Planul Np,C care trece prin punctul Py(zo, Yo, z0) §i care este perpendi-
cular pe vectorul tangent

lgrad(f) x grad(g)] (Fo)

se numegste planul normal la curba C' in punctul Fj.
Din geometria analitica in spatiu rezulta imediat urmatorul rezultat:

Teorema 5.2.6 Ecuatiile dreptei tangente T'p,C si a planului normal Np,C sunt descrise
de formulele

Tp C - T — Zo _ Y—1Y _ Z— 20
0 Ti(R) TPR) T3(P)

§t
Np,C: (x —xo) - Th(Fo) + (y — yo) - To(Fo) + (2 — 20) - T5(Fy) = 0.

150 CURBE iN SPATIU



Exemplul 5.2.7 Sa se scrie ecuatiile dreptei tangente si a planului normal in punctul
Py (1,1,1) la curba in spatiu
ryz =1
C:
r=y.

flz,y,2) =ayz —1 sig(x,y,2) =2 —y.

Prin derwari partiale obtinem

Avem evident

grad(f)(P) = (yz,xz,2y) si grad(g)(P) = (1,—1,0), ¥ P(x,y,z) € R>.
Calculand acesti gradienti in punctul Py, obtinem

gTCLd(f)(PO) = (17 L, 1) gt grad(g)(Po) = (17 —1, 0)7

care implica vectorul tangent

lgrad(f) x grad(g)] (Fo) =

— = L
o~ o
Il
.
_|_
<
|
)
o=

In concluzie, ecuatiile cerute sunt

1 y—1 =z2-1
TpC: ==Y = =2

§t
NpC:(z—=1)-14+(y—1)-1+(2—1)-(-2)=0& NpC:2+y—22=0,
unde am folosit egalitatile

T1<P0) = 1, TQ(P@) = 1 §Z Tg(P@) = —2

5.3 Triedrul lui Frénet. Curbura si torsiunea unei curbe
in spatiu

Sa consideram ca C' = Im ¢, unde
c: 1 CR—RY, ct) = (a(t), y(t), 2(1),
este o curba parametrizata regulata in spatiu.

Definitia 5.3.1 Vectorul liber nenul

unde
e(t) = (2'(t),y'(),7' (1)),

se numeste versorul tangent la curba C = Imc in punctul P = c(t).
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Sa consideram vectorul liber (acceleratie)
(1) < (2 (1), /(1) 2" (1)
si sa presupunem ca avem adevarata relatia
lle(t) x é(t)|| #0, Vit el
In acest context, putem introduce urmatoarele concepte geometrice:

Definitia 5.3.2 Vectorul liber nenul

def 1

[le(t) < é(t)]

se numeste versorul binormal la curba C' = Imc in punctul P = c(t).

B(t) [e(t) x ét)]

Definitia 5.3.3 Vectorul liber nenul
NO) % By x T(t)

se numeste versorul normal la curba C' = Imc in punctul P = ¢(t).

Observatia 5.3.4 Folosind proprietatile dublului produs vectorial in spatiul R3, se veri-
fica usor ca avem

Ny — o SEDED) )

TN ety < ol Tty < e

Observatia 5.3.5 Folosind proprietatile produsului scalar si ale produsului vectorial in
spatiul R3, se verifica usor ca avem

CE().

IT@I” = IN®IF =B®)II =1, Vel

§t
(T'(t), N(t)) = (T(t), B(t)) = (N(t), B(t)) =0, Vi e,

adica reperele
Re = {P = c(t); T(1),N(t), B()}, VL€ T,

sunt repere ortonormate in spatiul geometriei euclidiene Fs.
Definitia 5.3.6 Reperul ortonormat mobil
Ry = {P = clt); T(t), N(t), B(t)},
unde t € I, se numegte triedrul lui Frénet asociat curbei C' = Imc in punctul P = c(t).

1. Planul determinat de punctul P = c(t) gi versorii T'(t) si N(t) se numeste planul
osculator.

2. Planul determinat de punctul P = c(t) gi versorii T'(t) i B(t) se numeste planul
rectificant.
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3. Planul determinat de punctul P = c(t) si versorii N(t) i B(t) se numeste planul
normal.

4. Dreapta determinata de punctul P = c(t) gi versorul T(t) se numeste tangenta.

5. Dreapta determinata de punctul P = c(t) si versorul N(t) se numeste normala
principala.

6. Dreapta determinata de punctul P = c(t) si versorul B(t) se numeste binormald.

Definitia 5.3.7 Numarul real strict pozitiv

des |1e(t) < E()]|
A EOITE

se numeste curbura curbei C' = Imc in punctul P = c(t).

>0

Definitia 5.3.8 Numarul real

st (600, 40), 2)
O T < emlE <

unde .
C(t) éf (Zlfm(t), y”/(t), Z”/(t)),
se numeste torsiunea curbei C = Imc in punctul P = c(t).

Studiind acum variatia versorilor triedrului lui Frénet, putem demonstra urméatorul
rezultat geometric important:

Teorema 5.3.9 Versorii T(t), N(t) si B(t) ai triedrului lui Frénet asociat curbei C in
punctul P = c(t) verifica urmatoarele formule Frénet:

( dT
= k(t)-v(t) - N(t)
(Z_]j = —k(t)-v(t)-T(t)+7(t) - v(t) - B(t)
dB
G = TN,
unde v(t) = ||é(t)|| reprezinta viteza curbei C' = Imc in punctul P = ¢(t).

Demonstratie. Deoarece baza B, = {T(t), N(t), B(t)} este ortonormata, rezultd ca
urmatoarele descompuneri sunt adevarate:

( % _ <%,T@)> T(t) + <%,N(i)> - N(t) + <%,B(t)> - B(t)
= (GT0) T+ () N0+ (GB0 ) B
= (o) o+ (o) v+ (5 50) - B
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Derivand acum relatiile

si

deducem ca

si

( <%,N(t>> + <0;—];[,T(t)> 0
(a8 )

\ <%,B(t>> + <a;—f,N(t)> —0.

( % = <%,N(t>> N(t) + <Q,B(t)> - B(1)

== (N0 ) 1o - (FNw) B

\ %_ <‘Z B(t )> T(t)+<@,N(t)>-N(t)-

Deoarece, prin derivare directa, obtinem

AT (e(t).ét) 1

dt [P

gasim, prin calcul, ca

T . /dT l|e(t) x &(2)]]

In acelasi timp, prin derivare directa si folosind formulele

d _ _ du _ dv  _ _
p [a(t) x o(t)] = = X o(t) +u(t) x ot Vu(t), v(t) € Vs,
i e
axtexdy—| TS g den,
() (b3)
deducem, prin calcul, ca avem
B _ IO 0 E0) = 0.0 COE0
1
e < ey O O
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Deoarece
SR N () M <05 [
MO =@ Tl e "

rezulta imediat ca

4B NI
(G N0 =~ s - @0,60. 2(0) = ~1(0) 000,
|

Exemplul 5.3.10 Sa se calculeze elementele triedrului lui Frénet, curbura si torsiunea
intr-un punct arbitrar al curbei in spativ C' = Im ¢, unde

t2
c:R—=R3 c(t) = (cost,sint, 5) :

Prin deriwari succesive obtinem
¢(t) = (—sint,cost,t), é(t) = (—cost,—sint, 1) gi ¢(t) = (sint, — cost,0).

Produsul vectorial intre vectorii ¢(t) si é(t) este

i ik
é(t) x é(t) =| —sint  cost t | = (cost+tsint,sint —tcost, 1)
—cost —sint 1

iar produsul mizt intre vectorii ¢(t), ¢(t) si ¢ (t) este
—sint cost t
(¢(t),é(t), ¢(t)) =| —cost —sint 1 | =t.
sint —cost 0
Normele vectorilor ¢(t) si ¢(t) x é(t) sunt

lle()]] = VE2+ 1 gi||é(t) x é(t)]] = V2 + 2.

Prin urmare, elementele triedrului lui Frénet sunt

1 (1) = ! - (—sint, cos
L : c = L - (cos sint,sint — t cos
B(t) EOEX0] Sle(t) x é(t)] = N (cost + tsint,sint — tcost, 1),
N(t) = B(t) xT(t) =

1
= NCESEN/E (tsint — (t* + 1) cost, —tcost — (t* + 1)sint, 1)

tar curbura gi torsiunea curber C' = Imc au expresiile

O xEO__ VPER L (@0.60.6 )
M=o C ey vt Y S o <ol Eee
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5.4 Schimbari de parametru. Orientarea unei curbe in
spatiu

Fie ¢ : I C R — R? o parametrizare regulati, definitd prin

si fie curba in spatiu C' = Imc.

Definitia 5.4.1 Orice functie
t:ICR—JCR, t—1(t),

unde J este un interval real, care este derivabila, bijectiva si cu inversa
t:JCR—=TCR, t—tt),

derivabila se numeste schimbare de parametru a curbei C = Imc iar parametrizarea

requlata
¢:JCR =R 2(t) = c(t(t)),

se numeste reparametrizare a curber C' = Imc.

Observatia 5.4.2 Daca t = t(t) este o schimbare de parametru pentru curba in spatiu
C = Imec, atunci urmatoarea egalitate este adevarata

Fod 1
dt dt dt dt’
dt
Teorema 5.4.3 Daca curba in spativ C' = Im ¢ verifica relatia

lle(t) x é@)]] #0, Vi el,

gi daca t = t(t) este o schimbare de parametru pentru curba in spatiu C = Imc, atunci
urmatoarele formule de invarianta sunt adevarate:

C=Imc=Imc=0C,
T() = +7(t), N(E) = N(t), B = £B(1).
B0 = h(t), 7(F) = (), TE) = +o(t) %
! (dT .
= ) V)
% = k() -o()-T#) +7() - v(t) - B(%)
WP @)W,

b 7

dt dt
unde semnul” + 7 apare daca 7 > 0 2ar semnul ” — 7 apare daca 7 < 0.
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Demonstratie. Formulele de mai sus se deduc imediat din relatiile de derivare a functiilor
compuse, si anume

- dt
(B = () 5
sy — e . [ : ¢ d_zt
c(t) = é(¢) (df) +¢(t) =t
si
ct) =7¢ .ﬂs ¢ @d_% ¢ d_3t
c(t) ="¢(t) (df) + 3¢(t) yr de+ (t) o
n

Observatia 5.4.4 FEgalitatile din teorema precedenta ne sugereaza ca curbele in spatiu pot
fi privite ca curbe orientate (cu un sens de parcurs). Intuitiv vorbind, putem aprecia
ca orientarea unei curbe in spatiu c(t) este data de orientarea geometrica a vectorului
tangent ¢(t) ca vector liber legat in punctul c(t). In acest context geometric, o schimbare
de parametru t = t(t) a curbei in spatiu C' = Im c pastreaza orientarea curbei C dacid

dt

— >0
dt

§i tnverseaza orientarea curbei C' daca

dt
— < 0.
dt
Exemplul 5.4.5 Fie elicea circulara C' = Imc, unde
c:R—R3 c(t) = (2cost,2sint, t).

Functia
1:R — (—00,0), t(t) = —¢,

este o schimbare de parametru a curbei C' = Im ¢, avdnd inversa
t:(—00,0) = R, t(t) = In(—1).
In acest context, reparametrizarea curbei C' = Imec este datd de
¢:(—00,0) = R?, ¢(f) = (2cos(In(—7)), 2 sin(In(—7)), In(—)).
Este important de subliniat ca avem adevarata egalitatea

C=Iméc=Imec=C.

Deoarece i1
—==<0,Vte (-,0),
dat t ( )
rezultd ca schimbarea de parametru t(t) = —e' inverseaza orientarea curbei C' determinata

de orientarea geometrica a vectorului tangent

¢(t) = (—2sint,2cost, 1).
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Exemplul 5.4.6 Sa se calculeze curbura st torsiunea intr-un punct arbitrar al curbei lui

Titeica
zyz =1
C:
xr =y

Deoarece curbura si torsiunea unei curbe in spatiuv nu depind de parametrizarea requlata
aleasa, subliniem ca o parametrizare requlata a curber lur Titeica este data de

c:R\{0} — R?
unde
c(t) = (%, 4,t77),
adica avem
C=Ime.

Prin deriwari succesive obtinem
é(t) = (2t,1,-3t7%), é(t) = (2,0,12t7°) gi ¢ (t) = (0,0, —60t~°).

Produsul vectorial intre vectorii ¢(t) si é(t) este

k
—3t* | = (12t7°, =30t ™4, -2)

i

1

0 12t=°
é(t

c(t) x é(t) = | 2t

2
iar produsul mizt intre vectorii ¢(t), ¢(t) si ¢ (t) este

2t 1 -3t
(¢(t),é(), c@#) =] 2 0 12t° |=120t"°.
0 0 —60t°

Normele vectorilor ¢(t) gi ¢(t) x é(t) sunt
e(8)]| = VOr=3 + 14 4¢2 gi ||é(t) x &(t)|| = V144¢710 + 900t 5 + 4.
Prin urmare, curbura si torsiunea curbet lui Titeica C' = Im ¢ sunt

k(t) = LB x €Ol _ V144710900t 8 + 4

O O+ 14 42) Vo T 11 1P

! (¢t),E(t), ¢ (1)) 1206

t) = = .
T = Tt x| 1441 1 900 + 4

5.5 Lungimea unei curbe in spatiu. Parametrizarea ca-
nonica

Sa consideram ca C' = Im ¢, unde
¢:lab] C R — R, c(t) = (a(t), y(t), 2(1)), a <b,

este o curba parametrizata regulata in spatiu.
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Definitia 5.5.1 Lungimea curbei C' = Imc este definita prin formula

b b
umz/HWMﬁa/wwwv+wwﬂuwm%>o

Observatia 5.5.2 Definitia de mai sus este consistentda din punct de vedere geometric
deoarece daca impartim curba in spatiu C' = Im ¢ in arce de curba suficient de mici, atunci
putem aproxima lungimea acestor arce de curba cu lungimea segmentelor de dreapta pe
care le subdantind. Fvident, lungimea curbei C' = Im ¢ se obtine adundnd lungimile acestor
segmente de dreapta si aplicind sumei un procedeu la limita ca la integrale care ne conduce
la formula de mai sus.

Observatia 5.5.3 Daca t = t(t) este o schimbare de parametru pentru curba in spatiu

C =1Imec, atunci

L(C) = L(C),

adica lungimea unei curbe in spativ nu depinde nici de parametrizare nici de orientare.
Exemplul 5.5.4 Sa se calculeze lungimea curbei in spatiu C' = Imc, unde
t2
c:[0,27] = R3 c(t) = <tcost,tsint, 5) :
Vectorul tangent intr-un punct arbitrar al curber C' = Imc este
¢(t) = (cost — tsint,sint + tcost,t)
iar norma acestui vector (viteza) este
v(t) =|le@)]| = V22 + 1, V t € [0, 27].

In concluzie, lungimea curbei C' = Imc este

o 2 2
2 1 V22 +1
L(C) = V212 - 1dt = —‘i_ In (t /24 5) L -
0
0

5 1 2 9m/An? + 1
_ %ln(2ﬁ+\/4ﬂ2+§>+%ln2+%.

Teorema 5.5.5 Daca L > 0 este lungimea curbei in spatiu C' = Imc, atunci functia

0

t
i fat) = 0,21, 50 [ e(o)]jdo,
este o schimbare de parametru pentru curba C' = Imc avdnd proprietatea ca
lé(s)[| =1, V s € [0, L],

unde
¢ [0, L] = R?, &(s) = c(t(s)) = (x(t(5)), y(t(s)), 2(t(5))).
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Demonstratie. Din definitia integralei definite deducem ca functia

(1) = / () ldo

este derivabila gi, mai mult, avem

ds_

o = 1@l #0, V't & a,b].

Atunci, conform teoremei functiei inverse din analiza matematica, rezulta ca functia

s =s(t)
este inversabila iar inversa ei
t=t(s)
verifica relatia
dt 1
—=—-=#0,Vsel0,L].
ds [le(t(s))]]

In concluzie, functia s = s(t) este o schimbare de parametru, adici aplicatia
¢ [0, L] = R?, &(s) = c(t(s)) = (z(t(s)), y(t(s)), 2(t(s))),
este o reparametrizare a curbei C' = Im ¢. Prin urmare, avem
C=Imc¢=1Imc=C.

Folosind acum regula de derivare a functiilor compuse, deducem ca

=1, Vsel0,L]

Definitia 5.5.6 Parametrul s din teorema precedenta se numeste parametrul canonic
sau parametrul lungime de arc al curbei C' = Im c iar reparametrizarea curbei C' = Im ¢
data de

&[0, L] = R?, &(s) = c(t(s)) = (a(t(s)), y(t(s)), 2(t())),

se numeste parametrizarea canonica a curbei in spativ C' = Imc.

Observatia 5.5.7 Parametrizarea canonica a curbei C' = Im ¢ pastreaza orientarea curbet

C' deoarece
dt 1

g_mxxvse[@,m.

Observatia 5.5.8 Conditia suplimentara
|le(t) x é@)]] # 0, V ¢ € [a, b],
care determind existenta elementelor B(t), N(t) gi 7(t), este echivalenta cu conditia
1é(s)]| >0, ¥ s €0, L].
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In consecintd, conditia
[let) x é(t)[| =0, ¥ ¢ € [a,0],
este echivalenta cu conditia )
le(s)[| =0, Vs €0, L].

Aceasta ultima conditie este echivalenta cu conditia
é(s) =0, ¥ selo,L]

care implica
c(s) = (Is + xo,ms + yo,ns + 20), V s € [0, L],

unde 1, m,n, o, Y0, 20 € R, 1> + m? +n? # 0, adicd curba C = Imc este un segment din

dreapta
D:l“—l“o:y—yo:Z—Zo'
[ m n

Observatia 5.5.9 Proprietatea fundamentala a unei curbe in spatiu C =Im ¢, parame-
trizata canonic prin
c(s) = (@(s),y(s), 2(s)), ¥ s € [0, L],

este ca .
llé(s)|| =1, Vs e[0,L].

Din acest motiv, curbele in spatiu parametrizate canonic se mai numesc si curbe de
viteza unu.

Observatia 5.5.10 Teorema precedentd me arata ca teoretic orice curba parametrizata
requlata in spatiu poate fi reparametrizata canonic. Practic insa gasirea parametrului
canonic s este adesea foarte dificila, chiar imposibila, deoarece integrala care defineste
parametrul canonic conduce la functii de s(t) extrem de complicate, functii care nu pot fi
usor tnversate.

Exemplul 5.5.11 Sa se reparametrizeze prin lungimea de arc elicea circulara
C =Imec,

unde
c:[0,27] — R?, ¢(t) = (acost,asint,bt), a >0, b 0.

Prin derivare, obtinem
¢(t) = (—asint,acost,b), V t € [0, 27].
Norma vectorului viteza este
()| = Va2 + b2, ¥ t € [0, 2n].

Atunci, parametrul lungime de arc este
t
s(t) =/ Va2 +do =t- Va2 + b2, ¥Vt € 0,2n].
0
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tar inversul parametrului canonic este
5

_ 5 N2+ b2
t(s)—\/m, Vs €l0,2m - Va?+ b

In concluzie, reparametrizarea canonica a elicei circulare C' = Im ¢ este data de

¢: 0,21 - Va2 + b2 — R?,

c(s) = c(t(s)) <a COs ——0 a - sin —— b s)
= e . —, - S1 y . .
a® + b? Va2 + 0 a2+ b2

Cu alte cuvinte, avem

$t

1é(s)]| =1, ¥ s € [0, 27 - Va2 + b2).

5.6 Interpretari geometrice ale curburii si torsiunii

Deoarece orice curba parametrizata regulata in spatiu poate fi reparametrizata prin lun-
gimea de arc, sa presupunem cd C' = Im ¢, unde

C: [O,L] — R3, C<5) = (x<5)7y(3)7z<8))7

este o curba in spatiu parametrizata canonic, diferita de un segment de dreapta. Atunci,
rezulta ca avem

u(s) = [le(s)]| = 1 & (2/())* + (¥ (5))* + (¢()* =1, Vs € [0, L],
si
[1é(s)|| >0, V s €[0,L].
In acest context, tinand seama de formulele de invarianti demonstrate anterior si
alegand o orientare convenabila a curbei in spatiu C' = Im ¢, expresiile elementelor triedru-

lui Tui Frénet, expresia curburii, expresia torsiunii, precum si formulele lui Frénet, se
simplifica dupa cum urmeaza:

- = k(s) - N(s)

‘Z_]Z = —k(s) - T(s) +7(s) - B(s)
dB

E :—T(S)'N(S)
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Teorema 5.6.1 O curba in spatiu are imaginea inclusa intr-un plan daca si numai daca
are torsiunea nula in fiecare punct al ei.

b

Demonstratie. ” = ” S& considerim c& C' = Imec, unde ¢ : [a,b] C R — R3, este o
curba in spatiu, nu neaparat parametrizata canonic, si sa presupunem ca ea este inclusa
intr-un plan care trece prin punctul Co(l'o, Yo, zo) si care are un vector normal constant
7 # 0. Atunci, avem adevirats relatia

{c(t) — Co,m) =0, YV t € [a,b],
unde C este vectorul de pozitie al punctului Cp(zg, %o, 20). Prin derivare deducem ci
(E(t), ) = (6(),7) = (E(8),7) = 0, ¥ ¢ € [a,8],
adici vectorii ¢(t), é(t) si ‘¢ (t) sunt coplanari. In concluzie, obtinem
(e(t),E(t), ¢(t) =0, Vtela,bl,

adica
7(t) =0, YVt € la,b]

7 <=7 Sa presupunem ca C' = Im ¢, unde
c:0,1] = R, s — cls) = (a(s),y(s), 2(5)),
este o curba in spatiu parametrizata canonic, care verifica relatia
7(s) =0, Vs€l0,L].
Atunci, din formulele lui Frénet deducem imediat ca

dB
— =0,V 0. L
7 , Vsel0,L],

adica exista un vector constant nenul n € V3 astfel incat
B(s)=m, Vs €0, L]
Fie functia derivabild f : [0, L] — R definitd prin
f(s) = {c(s) = c(0),m) .
Prin derivare deducem ca
F'(s) = (T(s),7) = 0, ¥ s € [0, L],

adica
f(s) = F(0) =0, ¥ s € [0, L.

Cu alte cuvinte, avem
{e(s) —¢(0),m) =0, Vs €|0,L]

In concluzie, dac ¢(0) = (zo, Yo, 20) si @ = (A, B, '), atunci obtinem
A-[x(s) = wo] + B [y(s) — o] + C - [2(s) — 20] =0, Vs € [0, L].

Cu alte cuvinte, curba C' = Imc este inclusi intr-un plan de normald 7 # 0, care trece
prin punctul Cy(zo, Yo, 20). ®
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Teorema 5.6.2 O curba in spatiu are imaginea inclusa intr-un cerc de raza r > 0 daca
gi numai daca are torsiunea nuld 7(s) = 0 si curbura constanta k(s) = 1/r in fiecare
punct al ex.

Demonstratie. ” <7 Sa presupunem ca C' = Im ¢, unde
c:[0,L] = R% s — c(s) = (x(s), y(s), 2(5)),
este o curba in spatiu parametrizata canonic, care verifica relatiile

7(s) =0, ¥ s €0,L],

k(s) =

S|

, Vselo, L]

Atunci, din teorema anterioara rezulta ca curba C are imaginea inclusa intr-un plan. S&
consideram curba
c(s) =c(s)+r-N(s), Vsel0,L].

Prin derivare si utilizadnd formulele lui Frénet, gasim

- dN 1 _
é(s) :c'(s)+7“-g =T(s)+r- <—; -T(s)) =0, Vsel0,L]
adicd existd un vector constant Cy € V3 astfel incat
c(s) =c(s)+r-N(s)=Co, ¥s€l0,L]
In concluzie, avem

[le(s) = Col[* = [|=rN(s)IP = 1, ¥ s € [0, L],

adica curba C' = Im ¢ este inclusa in cercul centrat in punctul Cj si de raza r > 0, unde
vectorul de porzitie al punctului Cy este vectorul Cj.

” = 7 S& considerdm c& curba in spatiu C' = Ime¢, unde c(s) este parametrizarea
canonica, este inclusa intr-un cerc centrat in punctul Cj si de raza r > 0. Atunci, pe de o
parte, deoarece cercul este o curba plana, deducem ca

7(s) =0, Vs e|0,L].

Pe de alta parte, tindnd cont de proprietatile geometrice ale cercului pe care fixam o
orientare convenabila, deducem ca

N(s) = % [Co—c(s)], Vs e 0,L],

unde vectorul C este vectorul de pozitie al punctului Cy. Utilizand formulele lui Frénet,
gasim
dN
ds

% T(s) = —k(s) - T(s), ¥ s € [0, L],

adica ]
k(s) = o Vs e€|0,L].
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Teorema 5.6.3 O curba in spativ are imaginea inclusa intr-o elice circulara daca $i
numai daca are torsiunea constanti nenula 7(s) = 7 # 0 gi curbura constantd pozitiva
k(s) =k > 0 in fiecare punct al ei.

Demonstratie. ” =7 Sa consideram elicea circulara C' = Im ¢, unde
c:R —R? ¢(t) = (acost,asint,bt), a >0, b#0.
Prin derivari succesive obtinem
¢(t) = (—asint,acost,b), é(t) = (—acost,—asint,0)

si
‘¢ (t) = (asint, —acost,O0).

Produsul vectorial intre vectorii ¢(t) si é(t) este

i J k
¢(t) x é(t) = | —asint acost b | = (absint, —abcost,a?)
—acost —asint 0

iar produsul mixt intre vectorii ¢(t), ¢(t) si ¢ (t) este
—asint acost b
(¢(t),é(t), ¢ (t)) = | —acost —asint 0 | = a®b.
asint —acost 0
Normele vectorilor ¢(t) si ¢(t) x ¢(t) sunt

16()]| = Va2 + 8 si ||e(t) x é(t)|| = ava? + B2

Prin urmare, curbura si torsiunea elicei circulare C' = Im ¢ sunt

_le@ x el a
k(t) = EDIE _a2+b2>0’ VteR,
§i . . ces
7(t) (et). e, €t) _ b #0, VteR,.

T e x R a?+ b2
7 <=7 Sa presupunem ca C' = Im ¢, unde
¢:[0,L] = R®, s — c(s) = (x(s), y(s), 2(s)),
este o curba in spatiu parametrizata canonic, care verifica relatiile

T(s)=7#0, Vsel0,L]

k(s)=k>0,Vsel0,L]

Fie § € (0, ) astfel incat

-
0 = —
CO 2
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si fie vectorul
U(s) =T(s)-cosf+ B(s)-sinf, Vs e |0, L].

Prin derivare gi utilizdnd formulele lui Frénet, deducem ca

dU  dT

dB | . =
= ds COSH—G—E'Slne—(k‘COSQ—TSHlH)'N(S)—O, Vs e€[0,L],

adicd existd un vector constant nenul U € V5 astfel incat
U(s)=U, ¥ s€l0,L].
S& consideram acum functia derivabild f : [0, L] — R definitd prin
f(s) = {c(s) = ¢(0),U).
Prin derivare deducem ca
f(s) =(T(s),U) =cosb, V s €[0,L],
adica, prin integrare, avem
f(s)=s-cosO+ sg, Vs€|0,L],
unde sy € R. Deoarece avem f(0) = 0, rezultd ca sy = 0, adica
f(s)=s-cosf, ¥sel0,L],
Cu alte cuvinte, avem
{c(s) = ¢(0),U) = s-cosb, Vs €0, L]
Tinand cont de faptul ca
171 = (T.7) = 1.
relatia de mai sus este echivalenta cu relatia
(c(s) = c(0) —s-cos0-U,U) =0, Vse 0L
Aceasta inseamna ca curba in spatiu C =1Im ¢, unde
c(s) = c(s) —c(0) — s-cosf-U, ¥ s€0,L],

este situatd in planul care trece prin originea 0(0,0,0) si are directia normala data de
versorul constant U, adica avem

7(s) =0, Vse|0,L]
In acelasi timp, prin derivari succesive si folosind formulele lui Frénet, gasim
é(s) =T(s) —cosf-TU si c(s) = k- N(s).
Produsul vectorial al vectorilor ¢(s) si ¢(s) este
(s) x é(s) = [T(s) —cos®-U| x [k-N(s)]=k-sing-U
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iar normele vectorilor ¢(s) si ¢(s) x ¢(s) sunt
Hé(s)H =sind si Hé(s) X 6(3)” =k -siné.
Prin urmare, curbura curbei in spatiu C = Im ¢ este constants

~ Hé(s) X 'é(s)H L
ks) = : 3 B sin?
e 9

>0,VseloL].

In concluzie, curba in spatiu C' = Im7 este inclusd intr-un cerc centrat intr-un punct
arbitrar Cy si de raza
sin? 6
k )
cerc situat in planul care trece prin originea O(0,0,0) si are directia normald datd de
versorul constant U.
In final, pentru simplificare, putem presupune, fird a restrange generalitatea problemei
(efectudm eventual o translatie gi o rotatie in spatiu), ca

r =

Co = ¢(0) =(0,0,0) i U = k.
In acest context geometric, cercul de razs

sin? @

k Y

r =

situat in planul Oy, avand centrul in originea O(0,0,0) si avand o parametrizare de
viteza constanta

u(s) = Hé(s)H =sind,

este definit de parametrizarea regulata

- in” ¢ k- in® ¢ k-
c(s) = (SHIIC - COS (sz> , SH;C - sin (SinZ) , O) , Vselo,L].

Tinand cont de faptul ca

c(s) =c(s) —s-cosf-k, Vsel0,L]

deducem ca

sin? 0 k-s sin? 0 k-s
— . .l . 9 L .
c(s) ( L cos (sin@) , = sin <sin(9) , §-COS ) , Vselo,1]

Deoarece

k

cosf = si sinf =

]

obtinem

k ke 7
C(S):<WCOS(S k’2+’7'2), mSlﬂ(S kf2+7'2), WS)
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Cu alte cuvinte, notand

T

— #0
k2 + 72 70,

a >0gb=

k? 4+ 72
rezulta ca curba C' = Im ¢ este inclusa in elicea circulara parametrizata canonic, definita
prin

S ) S b
————, a-sin .
) )
a? + b2 Va?+ 02 a2+

c(s)z(a-cos s),‘v’seR.

5.7 Probleme rezolvate

1. Sa se arate ca curba in spatiu C' = Im ¢, unde
c(t) = (acos2 t,a\/2sint cost, asin? t) ,a>0,teR,

are imaginea inclusa intr-un con.

Rezolvare. Elimindnd parametrul ¢ € R, gasim ca avem C' = Imc C X, unde
¥ : y? = 2xz. Efectuand rotatia in spatiu

( 1
xr=—(2'+ 7
\/5( )
y=y
z = i(—x/%—z’),
\ V2

deducem ca cuadrica X este conul cu varful in origine, definit de ecuatia
S @)+ (YY) - () =0.
Curba data se afla la intersectia acestui con cu planul 7 : x + 2z =a. m

2. Sa se determine o parametrizare a curbei lui Viviani

Py =R
"\ 2*+y?®= Rz,
unde R > 0, (x,y,2) # (R,0,0).

Rezolvare. In ecuatia cilindrului 4> = Rz — 22 ludm z(t) = Rsin’t, t € [0,7/2).
Deducem ci y(t) = Rsintcost gi 2(t) = £Rcost. Prin urmare, curba lui Viviani
este imaginea parametrizarii

c: [0, g) —R3, ¢(t) = (Rsin2 t,Rsintcost,j:Rcost) ,

adicd avem C' =Imec. m
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3. Sa se scrie ecuatiile dreptelor tangente si a planelor normale la curbele in spatiu C
si C5 in punctele precizate:

t
(a) Cp =Imey, ¢1(t) = (a(l — cost),asint, 2a cos 5) ,a> 0,1 P (a,a,av?2);

(b) Cy:a?+22—4=0,22+12—4 =0, (z,y, 2) # (£2,0,0), in punctul P(v/3,1,1).
Rezolvare. (a) Punctul P este corespunzator lui ¢ = 7/2 iar vectorul viteza al
curbei C = Im ¢, este

. . .t
¢ (t) = <asmt,acost, —asin 5) :

Prin urmare avem ¢(7/2) = (a,0, —av/2/2). Rezultd ci ecuatiile dreptei tangente
si a planului normal in punctul P sunt:

—a y—a z—aﬂ@{ rT+vV22—3a=0

TpOlix = = o
a y—a=20

0 av/2
2

2

NpCy (:z:—a)-a—l—(y—a)-O—(z—aﬁ)
NpCy ax—aT\/ﬁz:O(:)\/éx—z:O.

(b) Gradientii functiilor f(z,y,2) = 2%+ 2% — 4 i g(z,y,2) = 2% + y*> — 4 sunt:
grad(f)(z,y,z) = (22,0,22) si grad(g)(x,y, z) = (2x, 2y, 0).
In particular, obtinem
grad(f)(P) = (2v/3,0,2) si grad(g)(P) = (2V/3,2,0).

Produsul vectorial al gradientilor este

ik
lgrad(f) x grad(g)] (P) =| 23 0 2 |=—4-71+4V3-7+4V3 k.
2v/3 2 0

Prin urmare, ecuatiile dreptei tangente si a planului normal in punctul P sunt:

ToC ‘x—\/§_y—1_z—1

NpCy (x—\/g)-(—4)—|—(y—1)-4\/§—|—(z—1)-4\/§:0(:>
NpCy x—\/gy—\/§z+\/§:0.
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4. Sa se scrie ecuatiile tangentelor la curba C' = Im ¢, unde

170

3
C(t) = (E’ —g,t2> 3 t 6 R*,

care sunt paralele cu planul 7 : 3z — 2y — 22 — 1 = 0.

Rezolvare. Vectorul tangent la curba intr-un punct arbitrar este ¢(t) = (23, —t2, 2t)
iar vectorul normal la plan este 72 (3, —2, —2). Daca tangenta este paraleld cu planul,
atunci vectorii ¢() si T, sunt perpendiculari, adica avem

2
(¢(t), ) =0 & 6t +2t> — 4t =0 = t; = 0 (nu convine), t, = —1, t3 = 3

In concluzie, punctele ciutate sunt:
11 8 8 4
Pl= =1 i P3| =, —,= .
2(2737 ) S1 3(817 8179)

Sa se determine planele osculatoare la curba C' = Im ¢, unde

c(t)= (2t - 1,81 -t*), t e R,

care sunt perpendiculare pe planul 7 : 7z — 12y + 52 — 7 = 0.

Rezolvare. Avem z(t) = 2t — 1, y(t) = t?, 2(t) = 1 — t? iar, prin derivari succesive,
obtinem z'(t) = 2, ¥/(t) = 3t2, 2/(t) = =2t si 2”(t) = 0, y"(t) = 6t, 2"(t) = —2.
Rezulta ca ecuatia planului osculator intr-un punct curent al curbei C' = Im ¢ este

r—a(t) y—ylt) z—=z(@)
mi| () Y1) L) |=0e
'ty ') ()

r—2t+1 y—t3 z+12 -1
o - 2 3t2 —2t =0&
0 6t —2

7o @ 6t%x + 4y + 12tz — 43 + 62 — 12t = 0.

Vectorul normal la planul osculator este Ty (6t2, 4, 12t) iar normala la planul 7 este
n.(7,—12,5). Conditia ca cele doud plane s3 fie perpendiculare este

4
(ﬁo,ﬁﬁ :0<:>42t2+60t_48:0:>t1 = -2, tZZ?-

Prin urmare, ecuatiile planelor osculatoare cautate sunt

T gy i 62 +y — 62420 =0

si
T4 7y + 1681 + 343y + 5882 — 484 = 0.
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6. Sa se scrie ecuatiile binormalelor la curba C' = Im ¢, unde

c(t) = (% t, 2t — 1) , t € R\{0},

care sunt perpendiculare pe dreapta d : x +y =0, 4o — 2z = 0.

Rezolvare. Prin derivari succesive obtinem ¢(t) = (—1/t2,1,4t) si ¢(t) = (2/t3,0,4).
Binormala intr-un punct curent al curbei in spatiu este directionata de vectorul

‘ 5 k - 12 - 2 =
ct)yxé(t)y=| -1/t> 1 4t |=4-i+—-j——= -k

2 3
2/7 0 4 t t
Normalele la planele care determina dreapta d sunt reprezentate de vectorii 71(1, 1, 0)

si m2(4, 0, —1) iar directia dreptei d este data de vectorul

= —i+j — 4k.

<
I
3

i
1 XNy = 1
4

In concluzie, binormalele cautate au ecuatiile

r+1 y+1 2z-1
2 6 1

B12

7. Sa se calculeze lungimile urmatoarelor curbe in spatiu:
(a) C; =Imey, ¢ : [0,71] — R3, unde
c1(t) = (e cost, e sint, e');

(b) Cy =TImcy, co: [0,1] — R3, unde

Rezolvare. (a) Vectorul viteza al curbei C; este
¢1(t) = (e'(cost — sint), e'(sint + cost), €')

PROBLEME REZOLVATE 171



iar norma vectorului viteza este ||é1()|| = e'v/3. In concluzie, avem

L(Cy) = /Oﬂ VBt = V3| = V3 - 1)

(b) Vectorul viteza al curbei Cy este

iar norma vectorului viteza este

[lea(B)]]

In concluzie, avem

L(@):%/Ol(euet)dt:%{ew; =35 (-3

8. Sa se arate ca curbele in spatiu nu sunt parametrizate canonic si, in consecinta, sa
se reparametrizeze canonic prin lungimea de arc:

(a) C1 =Imey, unde ¢ (t) = (cos2t,sin2t,t), t € R;
(b) Cy =Imecy, unde co(t) = (e + e et — e 2t), t € R.

Rezolvare. (a) Avem ¢(t) = (—2sin 2t,2cos 2t, 1), ceea ce implica
lea(t)]] = V5 # 1.

Construim parametrul canonic prin lungimea de arc
t t
s = / ||é1(0)||do = / V5do = /5t.
0 0

Scriind ¢ in functie de s, gisim ¢t = s/4/5. Cu alte cuvinte, avem reparametrizarea
canonicd C; = Im ¢, ¢; : R — R3, unde

ils) = (con Zosin 7272 ).

(b) Avem é5(t) = (e! — et e + e, 2), ceea ce implica
sl = (¢ + ) VB £ 1.

Construim parametrul canonic prin lungimea de arc

t t
s = / ||éa(0)||do = \/5/ (" +e7)do = V2 (" —e).
0 0
Scriind ¢ in functie de s, gasim

54+ V8% + 5+ V8% +

0<e = t=1n

22 22
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Cu alte cuvinte, avem Cy = Im ¢y, &3 : R — R3, &5(s) = (x(s), y(s), 2(s)), unde

s+1s2+8 2v/2
2v/2 _'_S“‘\/m,
B s+/s2+8 2V/2
y(s) = s sivors
s+/s2+8
202

z(s) = 2In
]
9. Sa se determine curburile si torsiunile urmatoarelor curbe in spatiu:

(a) Oy =Imey,ci(t) = (2t,t%,Int), t > 0, intr-un punct arbitrar;
(b) Cy =1Imecy, co(t) = (cost,sint, cos2t), in punctul P(0,1, —1).

Rezolvare. (a) Prin derivari succesive obtinem

b (t) = (2,2@%) Cat) = (o,z,-%) CE) = (o,o,%) |

Produsul vectorial intre vectorii ¢;(t) si é(t) este

i g k i
Gty xé(t)y=12 2t 1/t __¥i+t_2]+4k’
0 2 —1/t?
ceea ce implica
: . 2(2t* + 1)
lea(t) x an(0)]] = 225
t
Deoarece avem o
) t° +
e ()] = :
si
2 2t 1/t
(é1(t),é1(1), ¢1(1) =10 2 —1/8? | = —,
0 0 2/t
rezulta ca curbura are expresia
(4 5 (4 o
k(t) = Mol <&@l |
GO e+

iar torsiunea este data de formula

T(t) _ (Cl(t)vcl<t)7 Cl(t)) _ 2t
lled(®) x el (22 +1)*
(b) Este evident cd punctul P(0, 1, —1) € C5 este corespunzator valorii ¢t = 7/2. Mai
mult, prin derivari succesive obtinem

éo(t) = (—sint, cost, —2sin 2t) = éo(n/2) = (—1,0,0),
éo(t) = (—cost, —sint, —4cos 2t) = é(mw/2) = (0,—1,4),
‘Co(t) = (sint, — cost, 8sin2t) = ¢y(mw/2) = (1,0,0).
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Produsul vectorial intre vectorii éo(7/2) i éa(mw/2) este

ik -
Eo(m)2) x éa(n/2) =| =1 0 0 |=4]+F
4

-1 0 0
(Ca(m/2),éa(m/2), Ca(m/2)) = | O —1 4| =0,
1 0 O

rezulta ca curbura in punctul P are expresia

Nt/ x al/ 2l _
A e T

iar torsiunea in punctul P este data de

(el [2). ol [2), Eol)2)
") = e 2) % )|

=0.
|

10. Sa se determine versorii triedrului lui Frénet, ecuatiile muchiilor si fetelor triedrului
lui Frénet, curbura si torsiunea, in punctul precizat, la curbele:

(a) C; =Imey, ci(t) = (3,143 — 20), t € R, intr-un punct arbitrar;
(b) Cy:a?+ 2% =4, 2%+ y> = 2, in punctul P(1,1,v/3).

Rezolvare. (a) Prin derivari succesive obtinem
¢(t) = (2t,1,3¢%), &(t) = (2,0,6t), ¢1(t) = (0,0,6).

Produsul vectorial intre vectorii ¢;(t) si é;(t) este

i j k o
er(t) x é(t) =1 2t 1 3t | = 6ti — 6t%) — 2k.
2 0 6t

Deoarece avem

e ()] = VOrt + 42 + 1

si
|é1(2) x é1(8)|] = 2V/9t* + 9t + 1,

rezulta ca versorul tangent este

1 1

T(t) = — S (t) = - (2t,1, 3t
) [ex(t)]] 1) VOt 42 11 ( )
iar versorul binormal este
(4 5 (4 1
By = -l xal - (3t, 312, —1).

e x a@®)) T VorE+ 92+ 1

174 CURBE iN SPATIU



Deducem c&a versorul normal este

N(t) = B(t) x T(t) =

1 7 J k
= - > - - 3t =32 —1|=
VOt + 912 +1-V0t4 + 442 + 1 ot 1 32
1

(1—9t*, —9t> — 2t,6t° + 3t) .

VOt + 982 + 1 -9t + 412 + 1
In consecinti, ecuatia tangentei este

r—1* y—t z—t7+20

2t 1 3t2 ’

ecuatia binormalei este

r—t* y—t z—t420
3t =32 -1

iar ecuatia normalei principale este

xr — t? y—t z— 13420

1—9t4  —t(92+2)  3t(22+1)°

Ecuatia planului normal este
(z—t%) -2+ (y—t)- 1+ (2 — 7+ 20) - 3t> =0,
ecuatia planului osculator este
(z—¢%)-3t+(y—t)- (=3t7) — (2 =t +20) =0
iar ecuatia planului rectificant este
(z—t%) (1—=9t") —t(y —t) (9> +2) + 3t (z — £* + 20) (26> + 1) = 0.

In final, deoarece avem

2t 1 3t2
0 0 6
rezulta ca curbura are expresia
k(t) = lea(t) x e (t)]] 2914 + 912 + 1
IEGIE (94 + 412 + 1) Vot + 42 + 1

iar torsiunea este data de formula

(e1(t),é1(2), ¢1(t)) —3

t) = = .
"= atxamE e roET
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(b) Fie functiile f(z,y,2) = 22 + 22 — 4 si g(x,y, 2) = 2% + y* — 2. Deoarece avem

of of
oy 0z ' 0 2z ' 0 23 '

= = = —4V3 #0,
99 g 20 0 Jpaavy 1200 .

dy 0z P(1,1,v/3)

rezultd din Teorema Functiilor Implicite cd din sistemul de ecuatii f(z,y,z) = 0 si
g(x,y, z) = 0 putem scoate pe y si z ca functii de x. In consecinta, putem parametriza
local curba Cy = Im ¢y ludnd = = ¢, y = y(t), z = 2(t), unde

ft,y(t), 2(t)) = 0si g(t,y(t), 2(t)) = 0.

Mai mult, avem y(1) = 1si 2(1) = v/3 si deci punctul P(1, 1, /3) este corespunzitor
valorii ¢ = 1.

Prin derivarea ecuatiilor t2 + 32 — 2 = 0 si t? + 22 — 4 = 0 gisim relatiile
t t
t+yy =0, t+22/'=0=>¢y =—, 2/ =—=9y(1)=-1, 2(1) = —
Y z
Derivand din nou, obtinem

L+ W) +yy =0, 1+ () 422" =0=

B S0 PR T 5

Derivand in continuare, deducem ca

3y/y// + yy/// — 0’ 32/2// _I_ ZZ/// — 0 =

. _By/y// o _3z/211 N
y z
(1) = —6, #(1) = ———
) 3\/§

Prin derivari succesive obtinem
eo(t) = (1,9, 2) = éx(1) = (17 —1, _%) ’

Ga(t) = (0,y",2") = &5(1) = (0’ -2, _3i\/§) !

Ea(t) = (0,4, ") = Ea(1) = (0, s, —3;\“@) |

Produsul vectorial intre vectorii éo(1) si ¢é2(1) este

i k 5
(1) xé(l)=1 -1 —1/V3 |=——f2i+t—j—2k
0 —2 —4/(3V3) 3V3  3V3
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Deoarece avem
. 7
el =]

125 _ 82
27 33

si
|lé2(1) x & (1)]] =

rezulta ca versorul tangent este

1 v 3 (o L
T =1zmn =M =y7 (1’ L Jé)

iar versorul binormal este

e xE1) 33 1 2
BU =10 a0 ~ e ( NN 1)'

Deducem c& versorul normal este

i j k
N() = B(1)xT(1) = ﬁ ~1/(3V3) 2/(3V3) —/1f
1 -1 —1/v/3

- (11,10,v3).

4\7

In consecinta, ecuatia tangentei este

:U—l_y—l_z—\/g
VR S

ecuatia binormalei este
r—1 y—1 2z—+/3

-1 2 33

iar ecuatia normalei principale este

11 10 3

Ecuatia planului normal este

(6-1)V3-(y—1)-v3- (== V3) =0,

x—1 y—1 z—\/§

ecuatia planului osculator este
—(@-1D+2(y-1)-3v3 (2= v3) =0
iar ecuatia planului rectificant este
11 (e = 1) +10(y = 1) + V3 (2 = v3) = 0.
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In final, deoarece avem

1 -1 -1/V3 16
(e2(1),62(1), €2(1)) = | 0 =2 —4/(3V3) | = ——+,
0 -6 —4/(3V3) 3V/3

rezulta ca curbura are expresia

e x )l _8v2
S 0 R ¥

iar torsiunea este data de formula

(2(1). (1), Eo(1) 33
e xamP 8

T(t) =

5.8 Probleme propuse

1. Sa se arate ca curba in spatiu C' = Im ¢, unde

178

1+2 4+t 1424+t 1482+ t4

t 12 13
C(t):( ), tER,

are imaginea inclusa intr-o sfera.
R. Avem C' =Imec C (5), unde

2
(S):2® + (y—%) +z2:i.
Sa se arate ca curba in spatiu C' = Im ¢, unde
2 1 2 42
c(t) = <t —2t,ﬁ+t .t —2t—1) , t € R\{0, 1},
are imaginea inclusa intr-un plan si sa se determine ecuatia acestui plan.

R. Avem C =ImcCm,unden: —z+2+1=0.

Sa se scrie ecuatia planului normal si ecuatiile tangentei la curba

Pty =1
o]
unde (x,y, z) # (0,41,0), in punctul P (\/5/2, —V/2/2, \/5/2)
T—y—+v2=0

- NpC': 22+ 2y + 22 — /2 =0.
r—2z=0

R. TPCZ {
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4. Sa se scrie ecuatia planului normal la curba C' = Im ¢, unde
c(t) = (Int,2¢,¢%), t >0,
care este paralel cu dreapta d : x +4y =0, y — 2 = 0.
R. Wl(\i(;rf)‘al:x+2y+22—6:0.
5. Sa se gaseasca ecuatiile planelor osculatoare la curba in spatiu C' = Im ¢, unde
ct)=(t' -1, +1,-2t), t € R\{0},
care sunt paralele cu dreapta

r—1 y+1 =z

4 7 T 9

R. 7T8§72):x+4y—|—8z—19:0;
ngfl):x+2y+z—2:0;
T 1w — 6y — 27z — T4 = 0.

6. Sa se scrie ecuatiile binormalelor la curba C' = Im ¢, unde

care sunt paralele cu planul 7 : x —y + 82+ 5 = 0.
r—1 y—In2 z+4
6 24 1

7. Fie curba in spatiu C' = Im ¢, unde

R. B(tzg) .

c(t) = (t,sint, p(t)), t € R.

S4 se determine functia ¢ € C?(R) astfel incat binormalele curbei C' si fie paralele
cu planul zOz.

R. ¢(t) = at + b, unde a,b € R.
8. Sa se scrie ecuatiile normalelor principale la curba in spatiu C' = Im ¢, unde

1
c(t) = (;,1nt,t> , t>0,

care sunt paralele cu planul 7 : 5z + 2y — 52 — 1 = 0.
r—2 y+kn2 2z-1/2

R.N(tzl/g)t 4 5 6
r—1 vy z-1

Ny === "3
x—1/2 y—In2 2z-2

Nowoy s —g = ="~ =~
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9.

10.

11.

12.

13.
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Sa se gaseasca ecuatia planului rectificant la curba in spatiu C' = Im ¢, unde
ct) = (t,£,%), t R,

care este paralel cu planul 7 : 11z + 8y — 92 +4 = 0.
R. wieieont s 11z + 8y — 92 — 10 = 0.

Sa se calculeze lungimile urmatoarelor curbe in spatiu:

(a) Cy =Imey, ¢ : [0,1] — R3, unde ¢ () = (tcost, tsint, t);
(b) Cy =Tmecy, co: [0,1/4] — R3, unde cp(t) = (2 — ¢, t* + 1,¢) .

V3—In2 _ (4+3m3)V2
— B UG =

Sa se arate ca curbele in spatiu nu sunt parametrizate canonic si, in consecinta, sa
se reparametrizeze canonic prin lungimea de arc:

R. (a) L(Cy) = In(1 + v3) +

t2
(a) C1 =Imeq, unde ¢(t) = (cost,sint, 5) ,teR;
t2
(b) Cy =Imecy, unde c(t) = (t cost,tsint, 5) ,teR.

R. (a) 2s =In(t + vt2 + 1) + tvVt2 + 1,

1 1
(b) 4/2-5=2In (t+ t2+§> +4t,/t2+§+ln2.

Sa se determine curburile si torsiunile urmatoarelor curbe in spatiu:
i .t . .
(a) Cy =Imey, ¢q(t) = [t —sint, 1 — cost,4sin 5) t € R, intr-un punct arbitrar;

(b) Cy =Imey, ca(s) = Zglcos s,1 —sins, —g cos s) , unde s > 0 este parametrul
canonic, intr-un punct arbitrar;

(c) C3=1Imecs, c3(t) = (¢, 2, ), in punctul P(t = 1);

(d) Cy=Imey, ca(t) = (e, e, \/ﬁt) , in punctul P(1,1,0).

ot ~ (cost —5)cos(t/2)
V L+ sin 2’ (1) = 4(3 —cost)

(b) k(s) = 1; 7(s) = 0.
(c) k(P) = 2v/101/(21/21); 7(P) = 12/101.
(d) k(P) = V2/4; 7(P) = —v/2/4.

Sa se determine versorii triedrului lui Frénet, ecuatiile muchiilor si fetelor triedrului
lui Frénet, curbura si torsiunea, in punctul precizat, la curbele:

R. (a) k(t) =

Ny -
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)= (3,1 —t,#3), t € R, intr-un punct arbitrar;
Cy =1Imecy, co(t) = (tcost,—tsint, 2t), t € R, intr-un punct arbitrar;

) = (cos®t,sin®t, cos 2t), unde sin 2t # 0, in P(t = 7/4);
(d) Cy:x=32% y =623 2z € R, intr-un punct arbitrar.

1
R. (a) T(t) = - (2t, —1, 3t%) — versorul tangent;
(0) T0) = e ) g
1
B(t) = - (=3t, —3t%,1) — versorul binormal;
VItt + 92 + 1
1
N(t) = (1 —9t*, 9t34-2t, 3t +6t3) — versorul normal;
) \/9t4+9t2+1~\/9t4+4t2+1( )
r—1 y—-1+t 2-1
= = — tangenta;
2t -1 3t2
xr—t2 y—1+t 22—t .
= = — binormala;

-3t =32 1
r—1* y—1+4+t -1

1—9t4 9B +2  3t+663

— normala principala;

—3t(xz — t*) = 3t*(y — 1 +t) + z — t* = 0 — planul osculator;
2t(z — t?) —y+ 1 —t + 3t*(z — ¢3) = 0 — planul normal;
(1—9tY) (z —12) 4+ (983 + 2t) (y — 1+ ) + (3t + 6t3) (2 — t3) = 0 — planul rectificant;

2v9tt 4+ 912 + 1

k(t) = — curbura;
(9t4 + 482 + 1) vI9tt + 412 + 1
(t) N torsiunea
T(t) = — :
9t 4 92 41

(b) Se procedeaza ca la punctul (a).

1 2 2
(c)T (Z) = (—%, %, —4) — versorul tangent in P;

1
B (E) = 5 (2\/5, —2\/5, —3) — versorul binormal in P;
2 V2
N (E) = (%, g, 0) — versorul normal in P;

—2/4 —V2/4
r=v2 _ Y v2/ —iftangentainP;

—3v2 3v2 -8
x—\/§/4:y—\/§/4_ z

— — binormala in P;

22 —2v/2 -3
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x—\/§/4:y—\/§/4:z

1 1 0 normala principala in P;

2021 — 2\/§y — 3z = 0 — planul osculator in P;

—3v/2x + 3v/2y — 82 = 0 — planul normal in P;

22 + 2y — /2 = 0 — planul rectificant in P;

T 6 ) m 72 . .
k <Z) =5 curbura in P; 7 (Z) =525 torsiunea in P.

(d) O parametrizare a curbei este Cy = Imey, c4(t) = (3t2,6t%¢), t € R. In
continuare, se procedeaza ca la punctul (a).

14. Fie curba in spatiu C' = Im ¢, unde
c(t) = (cost,sint, p(t)), t € R.

(a) S4 se determine functia ¢ € C3(R) astfel incat curba C si fie o curba plani.

(b) Cu ¢ astfel gasit, sd se determine curbura si torsiunea curbei, stiind ca

R. (a) Punand conditia 7(¢) = 0, V ¢t € R, gisim ecuatia diferentiald
" (t) + (1) =0,
care are solutia generala
o(t) = a+ Bceost +ysint, a, 3,7 € R.

(b) Conditiile impuse aplicatiei () implicd constantele a = —1, § = 1 gi 7 = 1,
adica avem
o(t) = =1+ cost +sint, t € R.

V3

siT(t)=0,VteR.
(2 —sin2t)+/(2 — sin 2t)

In acest caz, avem k(t) =
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6. SUPRAFETE

In acest capitol vom defini riguros suprafetele in spatiul punctual euclidian E5 si vom
studia principalele proprietati geometrice ale acestora. Totodata vom scoate in evidenta
nigte marimi scalare (curbura totald, curburd medie $i curburi principale) care ne vor
da informatii asupra formei unei suprafete. Pe parcursul acestui capitol, prin aplicatie
diferentiabila vom intelege o aplicatie neteda, adica o aplicatie diferentiabila de o infinitate
de ori pe un domeniu deschis, convenabil ales, in sensul ca acesta este inclus in domeniile
de definitie ale aplicatiei studiate si derivatelor acesteia.

6.1 Definitii si exemple

Definitia 6.1.1 O aplicatie injectiva si diferentiabila v : D C R? — R3, unde D este un
domeniu deschis, definita prin

r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), V (u,v) € D,

unde
o5 0y 0
ou Ou Ou | _
rang dr oy 0 =2,V (u,v) € D,
dv Ov Ov

se numeste hartd (de coordonate).

Observatia 6.1.2 Conditia de regularitate

or 0y 02
ou Ou Ou | _

rang dr oy 0 =2, V (u,v) € D,
ov Ov Ov

este echivalenta cu conditia

Ty X1y # 0, V (u,v) € D,

o Oor Oy 0z i Or Oy 0z
T Nowawau) P v avan )
Un punct (u,v) € D cu proprietatea r, X 7, = 0 se numeste punct singular al

aplicatiei r.

Definitia 6.1.3 O harta

unde

r:DCR*— R
cu proprietatea cd inversa ei pe imagine
r~':r(D) CR® — D CR?

este diferentiabila se numeste harta proprie.

SUPRAFETE 183



Definitia 6.1.4 Multimea de puncte din spatiu

not

Imr "2 r(D) "2 {P(x(u,v), y(u,v), 2(u,v)) | (u,v) € D} C F3,

care reprezinta imaginea hartii proprii r(u,v), se numeste suprafatd parametrizatd
regulata simpla.

Suprafata parametrizata simpld ¥ = Imr = (D)

Definitia 6.1.5 O multime nevida ¥ de puncte din spatiu cu proprietatea ca pentru
fiecare punct Moy(zo,yo,20) € X existd in R3 o vecindtate V a punctului My i existd
o harta proprie

r:DCR*—R?

astfel incat
XNV =Imr

se numeste suprafata.

Observatia 6.1.6 Intuitiv vorbind, o multime de puncte din spatiu X # () este o suprafata
daca intr-o vecindatate suficient de mica a fiecarui punct My € 3 suprafata poate fi iden-
tificata cu o portiune dintr-un plan.

Observatia 6.1.7 Este evident ca orice suprafata parametrizata simpla este o suprafata.
Exemplul 6.1.8 Flie aplicatia injectiva si diferentiabila
r:D=R*—R?

definita prin
r(u,v) = (u, v, uv).

Prin derwari partiale obtinem
re = (1,0,v) gt r, = (0,1, u).

Prin urmare, avem conditia de reqularitate

=—wvi—uj+k#0, V (u,v) € R%.

Ty X Ty =

O =
— O .
S <

184 SUPRAFETE



Deoarece inversa pe imagine a aplicatiei r, definita prin
rtir(D) C R =R r Yy, 2) = (1,y),
unde z = xy, este diferentiabila, rezulta ca aplicatia diferentiabila r este o harta proprie.
Imaginea hartit proprii v este mullimea de puncte
Imr =r(D)={P(x,y,2) | vy — z = 0}
gt deci Imr = r(D) este o suprafata parametrizata simpla. Cu alte cuvinte, cuadrica

definita de ecuatia
Yraxy—z=0

este o suprafata. Prin reducere la forma canonica deducem ca cuadrica 2 este un para-
boloid hiperbolic.

Exemplul 6.1.9 Fie aplicatia injectiva si diferentiabila
r:D=(-mm)x(0,1) CR* - R?
definita prin
r(u,v) = (sinw, sin 2u, v).
Prin derwari partiale obtinem

r. = (cosu,2cos2u,0) gir, = (0,0,1).

Prin urmare, avem conditia de reqularitate

i J k B o
Ty X1y =] cosu 2cos2u 0 | =2cos2ui —cosuj # 0, ¥V (u,v) € D.
0 0 1

Deoarece inversa pe imagine a aplicatiei r este definitd prin
r~1:r(D) C R® — R?,
—m —arcsing, z), *<0siy>0 g4t —422+9y2=0
( );
(0,2), r=y=0
(arcsm:c ), r#0siy/r>0 g dat — 422 + 42 =0
T — arcsinx, z x>0sy<0gidx*— 422 +9y?> =0,
( ); $iy<0g y
1

r N z,y, 2) =

unde z € (0,1), deducem ca aplicatia v~ nu este diferentiabila in punctele (0,0, z).
In concluzie, multimea de puncte din spativ M = Imr = r(D) nu este o suprafata
parametrizata simpla.

*?

& f*%;%

Multimea de puncte M = Imr = r(D)

Mai mult, deoarece in vecinatatea oricarut punct de pe ara Oz multimea de puncte
M = Tmr = r(D) nu poate fi privitd ca imaginea unei harti proprii locale, ea semandnd
intr-o asemenea vecinatate cu intersectia a doua plane, rezulta ca, de fapt, multimea de
puncte M =Imr = r(D) nu este o suprafala.
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Exemplul 6.1.10 Sa consideram sfera centratd in originea O(0,0,0) gi de raza R = 1
avand ecuatia

Yottt + 22 —-1=0.
Fie aplicatia injectiva si diferentiabila
r: D CR*— R
unde
D = {(u,v) | u* +v* < 1},
definita prin

r(u,v) = (u,v, V1 — u? — v?).

Prin derwari partiale obtinem

u v
u — 1707_ ) v — 0717_ .
" ( \/1—u2—1)2) e ( \/1—u2—v2)

Prin urmare, avem conditia de reqularitate

i k
Py X Ty = Vw2 —2 | =
v
01 ——F—m———
V1—u? -2
- R Y 4% 40, ¥ (uv) €D,

V1—u2 -2 V1—u2 -2

Deoarece inversa pe imagine a aplicatiei r, definita prin
r~tir(D) CcR®* =R, v Yy, 2) = (z,y),

unde x> +y?> + 22 —1 =0 si 2 > 0, este diferentiabila, rezulta ca aplicatia diferentiabil r
este o harta proprie.

Imaginea Imr = (D) a hartii proprii v este emisfera nordica a sferei ¥ fara cercul
ecuatorial.

1200
e "'TL‘)&» b
DY L RE=rta)
Vs b R
/- R
E‘,:: - i T V"\€+_M
I <30 /} ¥
\X Rl D
X /
S e
—

Parametrizarea emisferei nordice Imr = r(D)

Prin analogie, din simetriile sferei, deducem ca orice punct al sferei poate fi privit ca
apartindnd unei emisfere parametrizate ca mai sus. In concluzie, sfera X este o suprafata.
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Fie f : D C R?® — R, unde D este un domeniu deschis din R?, o functie diferentiabili.
Reamintim din analiza matematica faptul c& pentru orice punct P(z,y,z) € D vectorul

wradr)P) ™ (5Lr. Sir. i)

se numeste gradientul functiei f in punctul P(z,y, 2).

Definitia 6.1.11 Un punct My(xo, Yo, 20) € D care verifica relatia

grad(f) (MO) 7é (Oa 0> 0)

se numegte punct regulat al functiei f. Un punct My(xo, Yo, 20) € D care nu este requlat
se numeste punct singular al functier f.

In acest context, putem demonstra urmitorul rezultat:

Teorema 6.1.12 Multimea de puncte din spativ P(z,y,z) € E3 ale caror coordonate
verifica relatia
Y f(x,y,2) =0,
unde
grad(f)(P) # (0,0,0), V P €%,

este o suprafata.

Demonstratie. Si considerdm ca My(xg, yo, 20) € 2 este un punct arbitrar al multimii
de puncte X (i.e. f(xo,¥0,20) = 0 si grad(f)(My) # (0,0,0)). Deoarece conditia

grad(f) (MO) 7é (Oa 0> 0)

este echivalenta cu conditia
O i\ o (O i) o (O )
(Fow) +(Fow) +(Sowm) 2o

of
5, (Mo) # 0.

In conditiile de mai sus, conform teoremei functiilor implicite din analiza matematica
aplicatd functiei f si punctului My(zo,yo, 20), deducem c& existd o vecinatate D a lui
(70, 70) In R? si existd o functie diferentiabild

s& presupunem ca

p:DCR* =R
cu proprietatile
Plr0o0) = 20, F 0, p(0,0)) = 05t 5 (1,0, 0(0,0)) £0, ¥ (w,0) € D.
Sa consideram acum aplicatia injectiva si diferentiabila
r:DCR*— R

DEFINITII SI EXEMPLE 187



definita prin
T(u> U) = (ua v, QO(U, 'U))a

a carei inversa pe imagine
r (D) CRY = D, v 2,y 2) = (2,y),

unde z = p(z,y), este diferentiabild. Deoarece avem

rang 8u =2,V (u,v) € D,
01 £
ov

deducem c# aplicatia diferentiabild r este o hartd proprie. Mai mult, luand in R? o
vecindtate convenabild V' a punctului My(xg, yo, 20) € 2, obtinem ca

YNV =Imr.

in concluzie, deoarece punctul My(zo,yo,20) € X a fost ales arbitrar, rezultd ca
multimea de puncte X este o suprafata. m

Definitia 6.1.13 O suprafata definita ca in teorema precedenta se numeste suprafata
definita tmplicit.

Corolarul 6.1.14 Orice cuadrica cu proprietatea ca nu contine nici un centru de sime-
trie (i.e. elipsoidul, in particular sfera, hiperboloidul cu o pdnza sau doud, parabo-
loidul eliptic sau hiperbolic, conul fara varf, cilindrul eliptic, in particular circu-
lar, cilindrul hiperbolic sau parabolic, reuniunea de plane paralele si multimea
vida) este o suprafata.

Demonstratie. Fie Y o cuadrica arbitrara care nu contine nici un centru de simetrie si
care este definita implicit de ecuatia

Y:g(x,y,2) =0,
unde

9(r,y,2) = anr®+ axny® + a2’ + 2a197y + 201372 + 2a3y2 +
420147 + 2024y + 20342 + Qyq.

Vom demonstra prin reducere la absurd ca
09, o\ (99, 0\ L (99, o)
(%(P)) + (a_y(P)> + &(P) #0, V P(x,y,z) € %.

S& presupunem prin absurd ca existd un punct din spatiu My (o, yo, 20) apartinand
cuadricei Y care verifica relatia

(o) (o)’ (200 -
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Atunci, deducem imediat ca

(10g

5%(1\40) = a11T0 + a12Yo + a1320 + a4 =0

10

58_5(]\40) = 12T + A22Yo + A2320 + a4 = 0

10

ga_g(Mo) = a13To + a23Yo + az32o + azs = 0,
| 2

adicd punctul My(xg, Yo, 20) este un centru de simetrie al cuadricei X. Acest lucru se afla
in contradictie cu ipoteza ca cuadrica X nu contine nici un centru de simetrie.
In concluzie, cuadrica X este o suprafata. m

Exemplul 6.1.15 Sfera de ecuatie carteziana implicita
(S): (x—20)*+ (y — %0)* + (2 — 20)° — R* =0,
unde R > 0, este o suprafata. O harta in sfera (S) este determinata de aplicatia diferen-

tiabild
r:D=(0,27) x (0,7) C R* — R?

definita prin
r(u,v) = (o + Rcosusinv, yg + Rsinusinv, zy + Rcosv),
deoarece Tmr C (S). Deoarece inversa pe imagine a hartii r este definita prin

rtir(D)C R —RY i (z,y,2) =

(

xr — X Z— 20 >
arccos , arccos ) Y =Y
\/(l“ —20)% + (y — yo)? R

T — 2o Z— 20
21 — arccos , arccos , Y < Yo,
\ ( V@ =202 + (4 - ) R )

1

unde (x—x0)?+(y—yo)?+(2—20)*>— R* = 0, deducem ca aplicatia r~* nu este diferentiabila
in punctele (z,0, 2), unde (v — x9)* + (2 — 20)*> — R?> = 0. Prin urmare, harta v nu este o
harta proprie. Evident, restrictia hartii v la unul din domeniile D1 = (0,7) x (0,7) sau
Dy = (m,2m) x (0,7) devine o harta proprie.

Exemplul 6.1.16 Elipsoidul de ecuatie carteziana tmplicita

1'2 y2 2’2

unde a,b,c > 0, este o suprafatda. O harta in elipsoidul (E) este determinata de aplicatia
diferentiabila
r:D=(0,21) x (0,7) C R* — R?

definita prin
r(u,v) = (acosusinv, bsin usin v, c cosv),

deoarece Imr C (F).
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Exemplul 6.1.17 Hiperboloidul cu o pdnza de ecuatie carteziana implicita
2 2 2

LT Y < _
(Hl).g—l-ﬁ—g—l—o,

unde a,b,c > 0, este o suprafata. O harta in hiperboloidul cu o panza (Hy) este determi-
nata de aplicatia diferentiabila

r:D=Rx(0,21r) CR* - R?
definita prin
r(u,v) = (acoshusinv, bcoshu cos v, csinh u),

deoarece Imr C (Hy).

Exemplul 6.1.18 Hiperboloidul cu doua panze de ecuatie carteziana implicita

2 2 2
2 oy oz B
—+§—§+1 0,

unde a,b,c > 0, este o suprafati. Niste harti in hiperboloidul cu doud panze (Hs) sunt
determinate de aplicatiile diferentiabile

(Hy) :

ro:D=Rx(0,2r) C R* - R?
definite prin
r1.2(u,v) = (asinhu cos v, bsinh usin v, +c cosh u),

deoarece Tmry UImry C (Hs).

Exemplul 6.1.19 Paraboloidul eliptic de ecuatie carteziana implicita
932 y?
(P ) + ﬁ — 2= 0

unde a,b > 0, este o suprafata. O harta in paraboloidul eliptic (P,) este determinata de
aplicatia diferentiabila
r:D=Rx(0,27) C R* - R?

definita prin
7(u,v) = (au cosv, busin v, u?),

deoarece Imr C (P,).

Exemplul 6.1.20 Paraboloidul hiperbolic de ecuatie carteziana implicita

.’L‘Z 2

+y . Y _

unde a,b > 0 gi z > 0, este o suprafatd. O hartd in paraboloidului hiperbolic (P;") este
determinata de aplicatia diferentiabila

r:D=R—R?

definita prin
r(u,v) = (au coshv, businh v, u?),

deoarece Imr C (P).
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Exemplul 6.1.21 Conul de ecuatie carteziana implicita

.’L‘Q y2 z2

(C/)1—2—|————:O,

a b2 2

unde a,b,c > 0 gi z > 0, este o suprafatd. O harta in conul (C") este determinata de
aplicatia diferentiabila

r: D =(0,00) x (0,27) C R* —» R®

definita prin
r(u,v) = (ausinv, bu cos v, cu),

deoarece Imr C (C").

Observatia 6.1.22 Din cele descrise pana acum deducem ca o suprafata poate fi des-
crisa in doua feluri:

(1) parametric (ca imaginea unei harti proprii v : D C R? — R3);

(2) implicit (ca o multime de puncte requlate ¥ : f(z,y,2z) =0).

Observatia 6.1.23 Din punct de vedere teoretic, cu ajutorul teoremei functitlor implicite
din analiza matematica, orice suprafata definita implicit poate fi parametrizata local
propriu, intr-o vecinatate a fiecarui punct. Practic insa, o astfel de parametrizare locala
proprie este dificil de exprimat in general. Pe cazuri particulare, prin artificit de calcul,
pot fi gasite totusi astfel de parametrizar: locale proprii pentru suprafetele definite implicit
(vezi exemplele de mai sus). Este important de subliniat ca hartile locale prezentate in
exemplele antertoare nu sunt in mod necesar niste harti proprii. Impundnd insa anumite
restrictii geometrice convenabile asupra imaginilor lor X' = r(D), care se reduc la niste
restrictii ale domeniului D (vezi cazul sferei), ele devin niste harti proprii locale.

6.2 Plan tangent si dreapta normala

6.2.1 Suprafete parametrizate

Sa consideram ca > = Imr, unde
r:DCR? =R r(u,v) = (2(u,v),y(u,v), z(u,v)),
este o suprafata parametrizata simpla si sa consideram ca
c: I CR— DCR? c(t) = (u(t),v(t)),
este o curba plana parametrizata.
Definitia 6.2.2 Curba in spatiu
cC:ICR—=XCR? ¢(t) = (roc)(t) =r(u(t),vt)),

se numeste ridicata curbei c pe suprafata X sau, pe scurt, curba pe X..
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Observatia 6.2.3 Orice curba pe X
C:ICR—-YCR?
este ridicata unei unice curbe plane
c: I CR— D CR? c(t) = (u(t),v(t)).
Aceasta curba plana este definita de relatia
¢= (rlye) " o
Sa consideram acum ca
Py = r(ug,v0) = (x(ug, vo), y(ug, vo), 2(ug, o))

este un punct arbitrar pe suprafata > = Imr.

Definitia 6.2.4 Un vector liber w € V3 se numeste vector tangent la suprafata para-
metrizata ¥ = Imr tn punctul Py = r(ug,v) daca existd o curba pe . definita prin

C:(—£,6) CR — X CR? ¢(t) =r(u(t),vt)),
unde € > 0, astfel incat
&(0) = r(ug, vo) = Py i ¢(0) = w.

Teorema 6.2.5 Un vector liber w € V3 este un vector tangent in punctul Py = r(ug, vo)
la suprafata > = Imr daca si numai daca el poate fi scris ca o combinatie liniara de
vectorii liberi nenuli necoliniari

0 0
'f’u(Po) = (%(anvo)a a—z(uoavo), a—z(uoavo))

s
0 0
() = (Gtun o). 5 ). 5 ) ).

Demonstratie. Fie w € V3 un vector tangent in punctul Py = r(ug,vp) la suprafata
Y. = Imr gi fie o curba pe ¥ definita prin

C:(—e,6) CR — X CR? E(t) =r(u(t),vt)),
unde ¢ > 0, astfel incat
2(0) = r(ug, vo) = Py si ¢(0) = w.

Atunci, conform regulii de derivare a functiilor compuse aplicatd curbei ¢(t) si punctului
t = 0, obtinem
w=2¢(0) =u'(0) - r,(Po) +0'(0) - 7, (Pp).

Reciproc, sa presupunem ca avem un vector liber w € V3 de forma
w=cy-1u(Py) + co -1y (Po),
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unde ¢, co € R, si sa luam curba pe ¥ definita prin
C:(—£,e) CR — X CR? &(t) =r(ug +tey, v +tey),
unde £ > 0 este ales astfel incat
(ug + ter,vo +tex) € D, YVt € (—¢,¢).

Este evident ca avem

&0) = r(ug,vo) = Py i ¢(0) = ¢1 - 1, (Po) + ¢ - 7, (Po) = w,
adica vectorul liber de forma

w = ¢y 1Tu(Py) + 2 - 1o (Fo)

este un vector tangent in punctul Py = r(ug, vg) la suprafata ¥ = Imr. m

Definitia 6.2.6 Multimea tuturor vectorilor tangenti in punctul Py = r(ug,vo) la supra-
fata > = Imr se numeste planul tangent in punctul F, la suprafata > = Imr gi este
notat cu Tp 2.

Din teorema precedenta deducem ca, din punct de vedere geometric, planul tangent
Tp, X poate fi privit ca planul determinat de punctul

Py = r(uo,vo) = (w(uo, vo), y(uo, vo), 2(uo, vo))
si vectorii liberi nenuli necoliniari 7, (Py) si 7,(Pp). In consecintd, avem urmétorul rezultat:

Corolarul 6.2.7 Ecuatia planului tangent Tp,% in punctul Py = r(ug,v) la suprafata
¥ =1Imr este data de

x — x(ug,v0) Y — y(uo,v0) 2 — 2(uo,vo)
ox y 0z
Tp,2 - %(UO’UO) %(Umvo) %(Uo,vo) = 0.
19) 0 0
a—i(uo,vo) a—z(uo,vo) a—i(uo,vo)

Definitia 6.2.8 Dreapta Np X care trece prin punctul Py = r(ug,vo) §i care este perpen-
diculara pe planul tangent Tp % se numeste dreapta normala la suprafata ¥ = Imr in
punctul Fy.

Deoarece directia dreptei normale Np X este data de vectorul liber

i J k
ox y 0z
ru(Po) X 1o(Py) = | g (orv0) 5 (o, v0) = (uo, v0) | =
0 0 0
(w0, v0) 22 (1o, v0) 5= (o, vo)

= Ni(ug,vo)i + No(uo, Uo)j + N3 (up, UO)E
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unde

O (g, v0) L (10, vo)
5 (Uo,V0) ——(Uo, Vo
Nl(uoﬂfo): Ou Ou )
oy 0z
%(UOaUO) %(U(MUO)
0 0
a—x(uo,vo) a—z(uo,vo)
S
a—(uoavo) ) (u07U0)
s 0 0
T Y
—(Uo,vo) —(Uo,vo)
Ns(ug,vg) = Ou Ou ;
oz 0

Y
v<u0’U0) U(Uoﬂfo)

gasim imediat urmatorul rezultat:

Corolarul 6.2.9 Ecuatiile dreptei normale Np % in punctul Py = r(ug,vo) la suprafata
Y =Imr sunt descrise de

NpS x — x(ug, Vo) _Yy- y(uo, vo) _ = z(ug, Vo)
o Nl(uo,vo) N2(U0,U0) Ns(“m”o) .

Exemplul 6.2.10 Sa se scrie ecuatiile planului tangent si a drepteir normale in punctul

v T
P (“021*"0:1)

la sfera X = Imr, unde aplicatia
r:(0,7) x (0,7) C R* — R?

este definita prin
r(u,v) = (cosusin v, sinusinv, cosv).

P():T(’Lbo,’vo): <l 1 Q) .

2’27 2

Este evident ca avem

Prin deriwar: partiale, obtinem
ry = (—sinusinv, cosusinv,0) §i r, = (cosu cosv,sinu cos v, — sin v).

Calculdnd entitatile anterioare in punctul Py, gasim

Tu(PO) = (_%aéao) §i TU(PO) = (%a%>_§> .

Produsul vectorial al vectorilor r,(Py) si m,(FPy) este

J
TU(P(])XTU(PQ):Z -1 1
1
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In concluzie, ecuatiile cautate sunt:

1 1 V2

r—= Y—= ==

NpS 2 2 2
vz V2ol
4 4 2

Tns ()(Q()(Q(Q() o

6.2.2 Suprafete definite implicit

S& consideram ca X : f(x,y, z) = 0, unde

grad(f)(P) = (%(Px L) %(P)) £(0,0,0), VP,

este o suprafata definitd implicit i sa consideram c& Py(xo, %o, 20) este un punct arbitrar
fixat al suprafetei ¥ (i.e. f(zo,%0,20) = 0). Fie
C:(—e,6) CR— X CR? E(t) = (x(t),y(t), 2(t)),
o curba arbitrara pe Y cu proprietatea ca
(0) = ((0),(0), 2(0)) = Po(o, Yo, 20)-

Deoarece curba ¢ este o curba pe X, rezulta ca avem

f(a(t),y(t),2(t)) =0, Vi € (—¢,¢€).
Derivand ultima egalitate in raport cu ¢ si calculand totul in punctul ¢ = 0, deducem

SHR) - (0) + 5HR) - (0) + FH (B (o) =05

& (grad(f)(P),&(0)) =0,

adica vectorul gradient grad(f)(F,) este perpendicular pe vectorul 5(0) care este tangent
la suprafata 3 in punctul Py(xo, o, 20) = ¢(0). Deoarece curba ¢ este o curba arbitrarad pe
Y, rezultd ca vectorul gradient grad(f)(Fp) este perpendicular pe planul tangent Tp .
In acest context, introducem urmatoarele concepte geometrice:

Definitia 6.2.3 Vectorul liber nenul

rad()1) = (G r0. G m). Gy )

se numegte vectorul normal la suprafata ¥ in punctul Py(zq, yo, 20)-
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Definitia 6.2.4 Dreapta Np,X care trece prin punctul Py(zo, o, 20) §i care este directi-
onata de vectorul normal grad(f)(Py) se numeste dreapta normala la suprafata ¥ in
punctul Fy.

Definitia 6.2.5 Planul Tp % care trece prin punctul Py(xo,yo, 20) §i care este perpendi-
cular pe vectorul normal grad(f)(P,) se numeste planul tangent la suprafata implicita
> in punctul F,.

Din geometria analitica in spatiu rezulta imediat urmatorul rezultat:

Teorema 6.2.6 Ecuatiile planului tangent Tp X st a dreptet normale Np, X sunt descrise
de formulele

0 0 0
TnS: (2 = ) 5HE) + (5= 10) - (R + (2 = 20) - GE(Po) =0
$t
T — X Y—Yo 2= 20
NPZZ = - .
0 af of af
%(Po) 8_y<P°) a(Po)

Exemplul 6.2.7 Sa se scrie ecuatiile planului tangent si a dreptei normale in punctul
Py (1,1,1) la suprafata lui Titeica

Yrxyz—1=0.
Prin derwari partiale obtinem
% =yz % =22 §1 ﬁ =x
8x = Yz, ay - 3 82 =y,

unde
f(xaya Z) = TYyz — 1.

Calculdnd aceste derivate partiale in punctul Py, obtinem

0 0 0
=1 iy =1Ly -1

In concluzie, gasim ecuatiile
TpYX:(x—1)-1+(y—1)-1+(z—-1)-1=0&TpX:2+y+2—3=0

§i

z—1
Np,X: T = 1 — 1 S NpX:ix=y=-=z
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6.3 Formele fundamentale ale unei suprafete

Vom introduce in continuare doud concepte geometrice fundamentale in studiul local sau
global al formei unei suprafete. Pentru aceasta sa consideram ca ¥ = Imr, unde

r:DCR? =R r(u,v) = (2(u,v),y(u,v), z(u,v)),
este o suprafati parametrizati simpli. In acest context, reamintim c& vectorii liberi nenuli

necoliniari
or Jy 0z ) Or Oy 0z
"w=\5">53 53" S1Tw =\ 555
ou’ du’ Ou ov’ Ov’ dv

formeaza o baza (neortonormatal!) in planul tangent TpY, unde P = r(u,v). Astfel,
planul tangent TpX. este privit ca un subspatiu vectorial in spatiul vectorial euclidian

(R?, ().

Definitia 6.3.1 Functia matriceald g : ¥ — My(R) definita prin

Pzr(u,v)eﬁégpdif(g g)

unde
E={(ryry), F={(ry,r) siG=/(r,r,),

se numegste prima forma fundamentala o suprafetei ¥ = Imr.

Observatia 6.3.2 Deoarece avem adevarata relatia
0 < ||ru X 7|12 = [|Irul || |7o]]? = (ru, 7o) = EG — F? = det g,

deducem ca prima forma fundamentala a suprafeter ¥ = Imr este inversabila. Subliniem
faptul ca, in acest context, notiunea de inversa nu se refera la inversa functier matriceale g
ct la faptul ca matricile gp admit o inversa g;l pentru orice punct P al suprafetei 3. Astfel,
inversa primet forme fundamentale a suprafetei 3o este definita de functia matriceald

1 G -F
1. -1 _
g X — My(R), g)‘D—iEG_F2 <—F L )

Exemplul 6.3.3 Sa se calculeze prima forma fundamentald g (si inversa acesteia g ')
pentru suprafata > = Imr, unde

r:(0,00) x (0,27) — R®, r(u,v) = (ucosv,usinv,u +v).
Prin derwari partiale obtinem
ry = (cosv,sinv, 1) §i r, = (—usinv,ucoswv, 1).
Coeficientii primei forme fundamentale sunt
E={(ry,r)) =2 F={rynr) =1s5G=/(r,nr)=u*+1,
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adica prima forma fundamentala a suprafeter Y este

(2 1
I=\1 w241 )
Deoarece determinantul primei forme fundamentale este
detg =2u*+1>0,
rezulta ca inversa primei forme fundamentale a suprafetei 32 este
-1 ]. u2 + ]_ —1
I T ot -1 2 )

Definitia 6.3.4 Aria suprafetei ¥ = Imr, r : D C R? — R3, unde

r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)),
este definita de formula

A(E)://m-dudv://mdudv.

Exemplul 6.3.5 Sa calculam aria sferei ¥ = Imr, unde aplicatia
T [—g,g] x [0,27] — R?
este definita prin
r(u,v) = (Rcosucosv, Rcosusinv, Rsinu), R > 0.

Prin derwari partiale obtinem

ry = (—Rsinucosv, —Rsinusinv, R cos u)
8§l
ry = (—Rcosusinv, Rcosucosv,0).
Coeficientii primei forme fundamentale sunt

E = <TU7TU> = R27 F = <Tu7Tv> =0 §Z G = <T07Tv> = R2 COS2 u,

adica prima forma fundamentala a sferei 3 este
R? 0
9= 2 2 ’
0 Rfcos”u
Aria sferer 3 este
AX) = det g - dudv = / / (R? cos u) dudv =

. [(UR2 oS u) !Zjﬂ} du =
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Definitia 6.3.6 Functia vectoriala U : ¥ — R3 definita prin

e 1
P:T(U,U)GZ—)UPd:fW'[TUXTU]

se numegste versorul normal la suprafata ¥ = Imr.
Observatia 6.3.7 Folosind definitia produsului vectorial a doi vectori liberi, deducem ca

versorul normal Up este perpendicular pe planul tangent TpY, unde P = r(u,v). Prin
urmare, sistemul de vectori

BP = {TZM Ty, UP}

formeaza o baza mobila (neortonormata!) in spatiul vectorial euclidian (R3,(,)).

Pentru a introduce cel de-al doilea concept geometric care ne intereseaza, vom folosi

notatiile:
(Fo oy B (e oy
Tue =\ 02 002 0wz ) "™ T \ Gude udw’ dudw

(8256 %y 82,2)
Top = .

o2 02’ Ov?

si

Definitia 6.3.8 Functia matriceala b : ¥ — My(R) definita prin

P:7’<U,U)€E—>bpdéf</rfl 7:),

unde
| = <Tuu> U> , M = <ruva U> §Z n = <Tvva U> s

se numeste a doua forma fundamentala o suprafeter > = Imr.

Exemplul 6.3.9 Sa se calculeze a doua forma fundamentala a suprafeter parametrizate
Y =Imr, unde

r:(0,00) x (0,27) — R®, r(u,v) = (ucosv,usinv,u + v).
Prin derwari partiale obtinem
ry = (cosv,sinv, 1) §i r, = (—usinv,ucoswv, 1).
Deriwand in continuare, gasim
Tuw = (0,0,0), 7y = (—sinwv,cosv,0) §i 1y, = (—ucosv, —usinwv,0).

Produsul vectorial al vectorilor r, sir, este

1 J k
Ty X Ty = COS v sinv 1 |=(sinv—wucosv,—cosv —usinv,u)
—usinv wcosv 1

1ar norma acestuia este

|7y X 10|| = V2u2 + 1.
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Prin urmare, versorul normal al suprafetei 3 este

U 1 [P X 7] 1
= - . Tu Tv = —_——
V2u? +1

- (sinv — wcos v, — cosv — usin v, u).
|70 X 7|
In concluzie, coeficientii celei de-a doua forme fundamentale sunt

1

l:<’f‘uu,U> :0, m = <’I“UU,U> :—\/ﬁ

$t
u?

Vouz +1’

adica a doua forma fundamentald a suprafetei 3 este

n = (ry,U) =

1 (0 -1
"= et (—1 u2>’
6.4 Aplicatia lui Weingarten. Curburile unei suprafete

In aceast sectiune vom introduce niste concepte matematice (aplicatia lui Weingarten,
curbura totald, curbura medie si curburile principale) care permit efectiv descrierea locala
sau globala a formei suprafetei parametrizate > = Imr.

Definitia 6.4.1 Functia matriceala L : ¥ — My(R) definita prin

def

P=r(uv)eX— Lp= (g b)p ! (lG—mF mG—nF)

T EG-F2 \ mE—IF nE—mF
se numeste aplicatia Weingarten a suprafeter > = Imr.

Observatia 6.4.2 Termenul de "aplicatie” utilizat in definitia anterioara este folosit
deoarece matricea Lp poate fi privita ca matricea in baza {r,,r,} C Tp¥X a unui en-
domorfism Lp : TpY — TpY numit tot aplicatia Weingarten. Cu alte cuvinte, din
definitia matricit unui endomorfism intr-o anumita baza rezulta ca aplicatia Weingarten
Lp este definita pe baza {r,,r,} C TpX dupd cum urmeaza:

1
$t
1
Lp(’f‘v) = m [(mG—nF)ru+(nE—mF)rU]
Prin uwrmare, daca w = ¢y -1y, + c2 - 1y, unde c12 € R, este un vector oarecare din planul
tangent Tpd, atunci din liniaritatea aplicatier Weingarten Lp deducem ca avem

Lp(’lU) =Cp- Lp(’l“u) +ca - Lp(’l“v).
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1

Teorema 6.4.3 Daca U = m < [ry X 1y] este versorul normal la suprafata para-
To X Ty
metrizata ¥ = Imr, atunci urmatoarele formule sunt adevarate:
ou ou
L(ry) = —— st L(r,) = ———.
()= =S i L) = -5

Demonstratie. Vom demonstra doar prima egalitate ceruta in teorema deoarece cea
de-a doua se demonstreaza in mod absolut analog.
Derivand partial in raport cu u egalitatea (U,U) = 1, deducem ca

oU
<%’U> =0

adica vectorul OU/Ou este tangent in punctul P = r(u,v) la suprafata ¥ = Imr. Atunci,
exista a, # € R astfel incat

ou
rm =a- -1, + [Ty
Efectuand in aceasta egalitate produsul scalar, pe rand, cu r, si 7,, gasim sistemul
Cramer 5
U
wrsro (2
ou
oU
a-F+6-G:<—,rv>.
ou

Pe de alta parte, derivand partial in raport cu u egalitatile

(U, ru) = (U, 1) = 0,

oU . /oU
<%a7ﬂu> = - <U> /ruu> = - S1 <%>rv> - = <Ua ruv> = —m,

adica sistemul Cramer anterior devine

a-E+p-F=-l
a-F+p5-G=—-m.

deducem ca

Solutia acestui sistem Cramer este

G —mF mE —IF
=g ST e
adica
oU G —mF mE —F
o EG—F T Egop v L)
||

Observatia 6.4.4 Teorema precedenta ne arata ca aplicatia Weingarten Lp contine toate
informatiile legate de variatia locala pe suprafata 3 a versorului normal Up. Deoarece ver-
sorul normal Up este perpendicular pe planul tangent TpY: rezulta ca aplicatia Weingarten
Lp contine toate informatiile legate de variatia locala pe suprafata > a planului tangent
Tp3.. Prin urmare, deoarece intr-o vecinatate suficient de mica a punctulur P € ¥ putem
aproxima suprafata X cu planul tangent TpY:, deducem ca aplicatia Weingarten Lp contine
toate informatiile legate de forma suprafetei ¥ in vecinatatea punctului P.
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Exemplul 6.4.5 Sa se calculeze aplicatia Weingarten pentru suprafata lut Titeica
Y =Imr, unde

rRA\{(u,0) |u-v=0} =R r(u,v) = (u,v,u o).
Prin derwari partiale obtinem
re = (1,0, —u 207" gir, = (0,1, —u"tv?).
Deriwand in continuare, gasim
Tuw = (0,0,2u30™h), 74, = (0,0,u"2072) 5i 1y, = (0,0,2u" v ?).
Coeficientii primei forme fundamentale sunt
E={(ryr) =1+u*2 F=(r,r,) =u3v>

§i

G = (ry,ry) =14+u2v,

adica prima forma fundamentala a suprafeter lur Titeica este
1+ut?2  y 33
9= ( w3y 3 1+u 24 ) ’
Deoarece determinantul primei forme fundamentale este
detg=1+u2v"*+u*2>0,
rezulta ca inversa primei forme fundamentale a suprafetei lui Titeica este

» 1 14+u20t —y 33
g N 1+ w2y~ + u4y—2 . —u_37)_3 1+ U_4’U_2 '

Produsul vectorial al vectorilor r, sir, este

i g k
ruXxry =10 —u 20! | =@ vl ?1)
0 1 —ultv2
1ar norma acestuia este
|7y X 7| = V1 +u=204 + u—dv-2.

Prin urmare, versorul normal al suprafetei lur Titeica este

1 (r 73] 1
= >0 Tu TU =
|7 X 7|

(u P w2 0.
V14 u2ot+uto2

Coeficientii celei de-a doua forme fundamentale sunt

2u 3y~ !

= <Tuu> U> = \/1 T u‘%“l T u_4v_2>
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w22

V1t u et a2

m = (ruy, U)

$t
2uty3

VIt et uie Y

n = (ry, U)

adica a doua forma fundamentala a suprafetei lur Titeica este

- 1 2u Byl w22
CVItu iyt ? w v 2uTheT )
In concluzie, aplicatia Weingarten a suprafetei lui Titeica este

1 2u B 4 u v w22 -yt
3/2

L=g%=—"__
g [det g] w2 —u S 23 4By

Definitia 6.4.6 Functia scalara K : ¥ — R definita prin

def In —m?

se numeste curbura totalda sau curbura Gauss a suprafetei ¥ = Imr.
Observatia 6.4.7 Deoarece avem
det(A- B) = (det A) - (det B),

rezulta ca avem
B detd

~detg’

K =det L = det(g'-b)

Definitia 6.4.8 Daca
A:(i 2) € My(R)
este o matrice arbitrara, atunci numarul real
Trace(A) =a+d
se numegste urma matricii A.

Definitia 6.4.9 Functia scalara H : > — R definita prin

def

| 1G—2mF +nE
P=r(uv) €S — H(P)™ NG = 2mlE +n

- [Trace(L)|(P) = 5 70— 72

NSRS

se numeste curbura medie a suprafeter X = Imr.

Teorema 6.4.10 Urmatoarea inegalitate este intotdeauna adevarata:

[H* = K] (P)>0, ¥V PeXx.
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Demonstratie. Pentru a demonstra inegalitatea din teorema, vom demonstra intai ca
pentru orice punct P = r(u,v) € ¥ fixat, aplicatia Weingarten

Lp:Tp> — TpX
este un endomorfism simetric, adica
(Lp(wy),ws) = (wy, Lp(ws)), ¥V wy,wy € TpX.
Fie doi vectori tangenti arbitrari
wi=a-r,+b-rysiwy=ca-r,+5-r,,

unde a, b, , 5 € R. Atunci, folosind liniaritatea aplicatiei Weingarten si a produsului
scalar, deducem ca

(Lp(wi),wa2) = aa(Lp(ru),ru) +0B8(Lp(ry), ) +
+af (Lp(ry),ry) + ba {Lp(ry),r)
si
(wy, Lp(ws)) = aa(ry, Lp(ry)) + b8 (r,, Lp(r,)) +
+ap (ry, Lp(ry)) + ba (ry, Lp(ry,)) .

Simetria produsului scalar ne conduce la relatia

(Lp(wr),wa) — (w1, Lp(ws)) = aB [(Lp(ru),Tv) — (ru, Lp(ry))] +
+ba [(Lp(ry), Tu) — (T, Lp(Ty))] -

In consecinta, pentru a demonstra ca aplicatia Weingarten Lp este un endomorfism si-
metric, este suficient sa demonstram ca

(Lr(r).r) = G Lo} & (Gror ) = (a5 ).

unde U este versorul normal la suprafata > = Imr. Derivind partial in raport cu u
egalitatea (U,r,) = 0 si in raport cu v egalitatea (U, r,) = 0, deducem ca

oU
<%a7ﬂv> - <U> Tvu) =—-m

ou
<Tu, %> - <Tu’l)7 U> = —m,

unde am tinut cont de teorema lui Schwartz, si anume r,, = 7,,.

In consecints, aplicatia Weingarten Lp este un endomorfism simetric pentru orice
punct P € 3.

Deoarece orice endomorfism simetric este diagonalizabil, rezulta ca aplicatia lui Wein-
garten Lp este diagonalizabila pentru orice punct P € ¥. Prin urmare, matricea Lp are
doua valori proprii reale, care sunt solutiile ecuatiei caracteristice

det[Lp —A-I,] =0 A —2H(P)- A+ K(P) =0,

unde [, este matricea unitate. In concluzie, discriminantul acestei ecuatii de grad doi este
pozitiv, adica avem

[H(P))? - K(P)>0,VPeX.
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Observatia 6.4.11 Degi aplicatia Weingarten Lp : TpY — TpX, unde P = r(u,v) € X,
este un endomorfism simetric, matricea Lp = g;l-bp nu este neaparat o matrice simetrica.

Acest fapt apare din cauzi cd matricea Lp = gp'-bp este matricea in baza neortonormata
{ru,rv} C TpY a endomorfismului Lp : TpY — TpX.

Definitia 6.4.12 Functliile scalare k12 : ¥ — R definite prin
P=r(uv) €Y — ko(P) ™ |HEVH— K| (P)
se numesc curburile principale ale suprafetei > = Imr.

Observatia 6.4.13 Din definititle curburilor principale rezulta imediat ca urmatoarele

egalitatt sunt adevarate:
K(P) = [k - ko] (P), V P €,

§i
ki 4+ ko
2

H(P):[ ](P),VPGE.

Observatia 6.4.14 Este evident ca curburile principale ki(P) gi ko(P) sunt solutiile
ecuatier caracteristice

k> —2H(P)k + K(P) =0 < det[Lp — k- I,] = 0.

Cu alte cuvinte, curburile principale ki(P) si ko(P) sunt valorile proprii ale aplicatiei
Weingarten Lp : TpY — TpX. a carei matrice in baza neortonormata

{ru,m} CTpX
este matricea (nu neapirat simetrica!) Lp = gp* - bp.

Exemplul 6.4.15 Sa se calculeze curbura totala, curbura medie si curburile principale
ale paraboloidului hiperbolic ¥ = Imr, unde

r:R* = R? r(u,v) = (u,v,un).
Prin derwari partiale obtinem
re = (1,0,v) gi r, = (0,1, u).
Deriwand in continuare, gasim
Tww = (0,0,0), 7y = (0,0,1) gi 7y, = (0,0,0).
Coeficientii primei forme fundamentale sunt
E={ry,r,)=14+0% F={(r,,r,) =uw i G={(r,r,) =1+u%

adica prima forma fundamentald a paraboloidului hiperbolic 3 este

1402 ww
g = 9 .
Uv 1+u
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Deoarece determinantul primei forme fundamentale este
detg =1+ u®+v%>0,

rezulta ca inversa primei forme fundamentale a paraboloidului hiperbolic ¥ este

1 1+u? —uww
gl =" :
1+u?+0? —uv 1402

Produsul vectorial al vectorilor r, sir, este

Ty X Ty =

O = =0
— O .
S S

[l

S

|

<

s

—_

S—

ar norma acestuia este
[|7w X 10]| = V14 u? 4 02

Prin urmare, versorul normal al paraboloidului hiperbolic 3 este

1 1
= T 1 Tu v:—'_>_a1'
[[ru X 7| ruxra) V14+u?+02 (=~ 1)
Coeficientii celei de-a doua forme fundamentale sunt
1
= <Tuu,U> :O, m = <TUU,U> = m §zn: <TUU,U> :O,

adica a doua forma fundamentald a paraboloidului hiperbolic 3. este

1 01
h— — . )
V1+u2 + 02 (1 0)

Aplicatia Weingarten a paraboloidului hiperbolic ¥ este

_ 1 —uv 14+u?
1 )
e e e oy (1+“2 —uv )

Curbura totald (Gauss) a paraboloidului hiperbolic ¥ este

1

K=detl = ———
(1+u?+20?)

Curbura medie a paraboloidului hiperbolic X2 este

1 uv
H = — - Trace(L) = — .
2 () (1+u2+02)*?

In concluzie, curburile principale ale paraboloidului hiperbolic ¥ sunt

_ =+ 1 2)(1 2
kio=H+VH? - K= i \/( +U)(32+U)
(1+u2 +22)Y
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Definitia 6.4.16 Orice versor w € Tpd: cu proprietatea
Lp(w) = ki1(P) -w sau Lp(w) = ko(P) - w

se numeste versor principal al suprafetei ¥ = Imr in punctul P € X. Directia unui
versor principal se numeste directie principala a suprafetei parametrizate ¥ = Imr in
punctul P = r(u,v).

Observatia 6.4.17 Deoarece aplicatia Weingarten Lp : TpY — Tpd este diagonalizabi-
la, rezultd ca existd o baza ortonormatad (formata din versori proprii ortogonali)

{61, 62} C TPE

astfel incat
Lp(@l) = kl(P) €1 §Z Lp(eg) = k’g(P) * €.

Cu alte cuvinte, in orice punct P € X exista cel putin doua directit principale distincte,
care sunt perpendiculare. Daca ki(P) # ka(P), atunci exista doud gi numai doud directii
principale distincte, care sunt perpendiculare.

Observatia 6.4.18 Sistemul de vector:
Bp = {e1,e2,Up}
formeaza o baza mobila (ortonormata!) in spatiul vectorial euclidian (R3,(,)).
Definitia 6.4.19 Un punct P € ¥ cu proprietatea
ki(P) =ko(P)=k€eR
se numeste punct ombilical al suprafeter > = Imr.

Observatia 6.4.20 Un punct P € 3 este un punct ombilical al suprafetei ¥ = Imr daca
$t numai daca
[H? — K] (P) =0.

Teorema 6.4.21 Un punct P € % este punct ombilical al suprafetei ¥ = Imr daca i
numasi daca
Lp(w) =k- w, Ywe sz

Demonstratie. ” <=” Sa presupunem ca
Lp(w) =k -w, Vwe TpX.
Atunci, matricea aplicatiei Weingarten in baza neortonormata
{ru,ro} CTpX

este evident Lp = k - I5. Valorile proprii ale acestei matrici sunt evident
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7 =7 Sa presupunem ca P € ¥ este punct ombilical al suprafetei ¥ = Imr, adica

Deoarece aplicatia lui Weingarten Lp : Tpd — TpY este diagonalizabila iar curburile
principale k;(P) si ko(P) sunt valorile proprii ale aplicatiei Weingarten, rezultd ci exista
o baza ortonormata

{61, 62} C TPE

astfel incat
Lp(el) =k- €1 §1 Lp(eg) =k- €2,

Sa consideram acum ca w € TpX un vector tangent arbitrar. Atunci, exista unici
a, 3 € R astfel incat

w=a-e+ - e;.

Prin urmare, avem
Lp(w)=a«a-Lp(er)+ - Lp(es) =a-k-eg+5-k-ea=Fk-w.
|

Observatia 6.4.22 Daca P € Y este un punct ombilical al suprafeter Y, atunci orice
versor w € TpX este un versor principal al suprafetei 32 in punctul P. Prin urmare, orice
directie este o directie principala a suprafeter 3 in punctul ombilical P.

Corolarul 6.4.23 Un punct P € ¥ este punct ombilical al suprafetei ¥ = Imr daca si
numas daca
Lp:/{i'fg@bpzk'gp.

Demonstratie. Corolarul este o consecinta imediata a teoremei precedente si a faptului
ca Lp = g;l . bp. |

Exemplul 6.4.24 Sa consideram sfera centrata in originea O(0,0,0) i de raza R > 0,
definita prin ¥ = Imr, unde

r:(0,27) x (0,7) C R* —» R?, r(u,v) = (Rcosusinv, Rsinusinv, Rcosv).

Sa se arate ca toate punctele sferei 32 sunt puncte ombilicale.
Prin derwari partiale obtinem

ry = (—Rsinusinv, Rcosusinv,0)

§t
ry = (Rcosucosv, Rsinucosv, —Rsinwv).

Derwand in continuare, gasim
Tww = (—Rcosusinv, —Rsinusinv,0), r,, = (—Rsinwucosv, Rcosucoswv,0)

§i
Ty = (—Rcosusinv, —Rsinusinv, —R cosv).
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Coeficientii primei forme fundamentale sunt
E=(r,r,) = R*sin®v, F = (r,,r,) =0 §iG = (r,r,) = B,

adica prima forma fundamentala a sferei 3 este

B2 sin?v 0
9= 0o 1)

Produsul vectorial al vectorilor r, sir, este

1 J k
Ty X Ty = —Rsinusinv Rcosusinv 0
Rcosucosv Rsinucosv —Rsinv

= —R?sinv (cosusinwv,sinusinv, cosv)

ar norma acestuia este
||ry % 7|| = R?sinw.

Prin urmare, versorul normal al sferei Y este

B 1
|7 X 7]

U

- [ru X 1] = — (cosusinv, sinusinv, cos v) .

Coeficientii celei de-a doua forme fundamentale sunt
| = (ry,,U) = Rsin®v, m = (ru,,U) =0 gin = (r,,,U) = R,

adica a doua forma fundamentald a sferei 3 este

sinv 0 1
b_R'( 0 1)_}9.

Aplicatia Weingarten a sferei 3 este

1 1 1 10
— gy — = - _ .
L=g"b=y R RI2 R(O 1)‘

Curbura totald (Gauss) a sferei ¥ este

1
K:detL:ﬁ.

Curbura medie a sferei 33 este

1
H = 5 - Trace(L) =

| —

Curburile principale ale sferei ¥ sunt

In concluzie, toate punctele sferei ¥ sunt puncte ombilicale.
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Observatia 6.4.25 Se poate demonstra ca intr-un punct ombilical P al unei suprafete
suprafata X se incovoaie la fel de tare gi in acelagi sens pe toate directiile. Astfel, prin
faptul ca toate punctele unei sfere sunt puncte ombilicale se explica "rotunjimea" sferelor.

Definitia 6.4.26 O suprafata ¥ pentru care H = 0 se numeste suprafata minimala.

Observatia 6.4.27 Din punct de vedere geometric, se poate demonstra ca dintre toate
suprafetele care trec printr-o curba inchisa, suprafata de arie minima este o suprafata
minimala. Demonstratia acestei afirmatii depaseste insa cadrul si scopul acestei carti.

Exemplul 6.4.28 Sa se arate ca elicoidul drept ¥ = Imr, unde
r:R* = R3 r(u,v) = (ucosv,usinv,v),

este o suprafata minimala.
Prin derwari partiale obtinem

Ty = (cosv,sinv,0) gi r, = (—usinv,ucosv, 1).
Deriwand in continuare, gasim
Tuw = (0,0,0), 7y = (—sinwv,cosv,0) §i 1y, = (—ucosv, —usinv,0).
Coeficientii primei forme fundamentale sunt
E={ry,r))=1 F={r,r) =0sG=/(r,nr) =1+u?

adica prima forma fundamentala a elicoidulut drept 3 este

1 0
9= :
0 1+u?
Deoarece determinantul primei forme fundamentale este

detg =1+ u®>0,

rezulta ca inversa primei forme fundamentale a elicoidului drept X este

1 1+u? 0
g = : :
1+wu? 0 1

Produsul vectorial al vectorilor r, sir, este

7 J k
Ty X Ty =] COSU sinv 0 | = (sinw, — cosv, u)
—usinv wucosv 1

1ar norma acestuia este

[|7 X 10]| = VI + u2.

Prin urmare, versorul normal al elicotdulur drept Y. este
1 1

U:—'[TUXTU]:W

Tre 7l - (sinv, — cos v, u).
/ru TU
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Coeficientii celei de-a doua forme fundamentale sunt

1
[ = <Tuu7U> :0, m = <TuvaU> :—\/ﬁ §ZTL: <7’UU,U> :0,

adica a doua forma fundamentala a elicoidulut drept 3 este

b__;_(o 1)
V14 u? 10/

Aplicatia Weingarten a elicoidului drept ¥ este

_ 1 0 14 u?
S P S
b=ot= (1+u2)*? (1 0 )

Curbura medie a elicoidului drept X2 este
1
H = 5 - Trace(L) = 0.

In concluzie, elicoidul drept ¥ este o suprafatd minimald.

6.5 Interpretari geometrice ale curburilor unei suprafete

Sa consideram ca X C FEj3 este o suprafata si ca P € ¥ este un punct arbitrar fixat al
suprafetei.

Teorema 6.5.1 Intr-o vecinatate suficient de mica a punctului P € Y, suprafata 3. are
aprorimativ aceeasi forma cu forma cuadricer

Y iz = [k(P) 2 + ka(P) - 7]

N —

intr-o vecinatate suficient de mica a originii O(0,0,0) € ¥/, unde ki(P) gi ko(P) sunt
curburile principale ale suprafetei X in punctul P.

Demonstratie. Efectuand eventual o translatie si o rotatie in spatiu, putem presupune
fara a restrange generalitatea ca:

1. P =0(0,0,0);
2. Up=1(0,0,1) = k C Oz este versorul normal in P la suprafata 3.

3. e1=(1,0,0) =4 C Oz si e; = (0,1,0) = j C Oy sunt doi versori proprii ortogonali
al suprafetei Y in punctul P.

Mai mult, cu ajutorul teoremei functiilor implicite, putem presupune ca, intr-o vecina-
tate suficient de mica a punctului P € Y, suprafata X este parametrizata sub forma

X=Imr, T(u,v) = (u,v, @(U, U))v
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unde
0:DCR*—=R

este o functie diferentiabila.
Este evident ca din (1) rezultd ¢(0,0) = 0.
Prin derivari partiale, obtinem

ro(P) = (1,0,%(0,0)) si 7 (P) = (0,1,%(0,0)) .

Produsul vectorial al vectorilor r,(P) si r,(P) este

i k
O ) 0
(P (P = [ 10 5000 | = (2200, ~FE(0.0).1)
Oy
1
0 1 57(0,0)

Deoarece produsul vectorial r,(P) x r,(P) este coliniar cu versorul normal Up, din pre-
supunerea (2) deducem ca

¢ Oy
ou au (00 = ov

Aceste relatii, impreuna cu presupunerea (3), implica

Z2(0,0) = 0.

ru(P) =(1,0,0) = ey si ry(P) = (0,1,0) = ey,

adica r,(P) si r,(P) sunt doi versori proprii ortogonali ai suprafetei ¥ in punctul P. Prin
urmare, avem

Lp(ry(P)) = ki(P) - 1u(P) si Lp(ry(P)) = ko(P) - o(P),

unde Lp este aplicatia Weingarten a suprafetei ¥ in punctul P iar ki (P) si ko(P) sunt
curburile principale ale suprafetei X in punctul P.
Pe de alta parte, in acest context geometric, prima forma fundamentala a suprafetei

>} in punctul P este
(10
gp = 0 1 )

ceea ce implica Lp = bp, unde bp este a doua forma fundamentalda a suprafetei ¥ in
punctul P. Totodata, prin derivari partiale succesive, avem

P (0 0 222(0 0)>7 Fu(P) = (o 0, 3828 (0, 0))
; lP) = (00,5500

adica gasim

0 ot

w(@o) Sud (0,0)
bp=br= P e
Sude (0,0) 8—(0 0)
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Folosind acum definitia aplicatiei Weingarten, deducem ca

Lp(ru(P)) = 5500,0) - 7ul(P) + -2-(0,0) ru(P) = ky(P) -y (P)
Loru(P)) = 2-2.(0,0) - ru(P) + 520,00 ru(P) = kal(P) - (P,
ceea ce implica
02 0?p 0%
E20,0) = 1 (P), S2(0,0) = ka(P) si 5-2-(0,0) = 0.

Deci, in contextul geometric prezentat mai sus, am dedus ca functia ¢(u,v) are pro-
prietatile

_%0.00= 20,0y = 22 (0.0) =
2(0.0) = 57(0,0) = 55(0,0) = =-2-(0,0) = 0
§1 2 2
0 0
550,00 = ki (P), 52(0,0) = ka(P).

Atunci, conform formulei lui Taylor aplicatd functiei ¢(u,v) si punctului (0,0), deducem
cd, pe o vecinatate suficient de micd a punctului (0,0), putem aproxima functia p(u,v)
cu functia polinomiala de grad doi

0 0
fluw) = (0, 0)+a—*0(o 0) u +a—f(o,0)-v+
1 [P 82<p 82<p

adicd, pe o vecindtate suficient de micd a punctului (0, 0), putem aproxima functia ¢ (u,v)
cu functia polinomiala de grad doi

flu,v) = = - [ki(P) - u® + ko(P) - 0] .

DN | —

In concluzie, rezulta ceea ce aveam de demonstrat. m

Definitia 6.5.2 Cuadrica

Zli []{71( ) l'2+k’2(P)y2}

l\DIr—k

unde ki(P) i ko(P) sunt curburile principale ale suprafetei ¥ in punctul P, se numeste
aproxrimarea patratica a suprafeter Y intr-o vecinatate a punctulur P € 3.

Interpretarea geometrica a semnului curburii Gauss

1. S& presupunem ca in punctul P € 3 avem curbura Gauss (totald)

Atunci, rezulta ca curburile principale k; (P) si ko(P) au acelasi semn, adica aproxi-
marea patratica a suprafetei ¥ in vecinatatea punctului P este paraboloidul eliptic
1

Yiz= 5 [k1(P) - 2* + ka(P) - 7] .
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De aceea, local, punctul P apare pe suprafata ¥ ca un varf.

e
x,(Py<0 |
k(<G Pl

P /o
. e
///'/—A
[ 7/

e

Paraboloidul eliptic ¥/
Aceste tipuri de puncte se numesc puncte eliptice.
Sa presupunem ca in punctul P € ¥ avem
K(P) =ki(P) - ko(P) < 0.

Atunci, rezultd ca curburile principale ki(P) si k2(P) au semne contrare, adica
aproximarea patratica a suprafetei X in vecinatatea punctului P este paraboloidul

hiperbolic
1
2/ C oy = 5 . [kl(P) .CC2+]{}2(P) yQ] .

De aceea, in vecinatatea punctului P suprafata > arata ca o sa.

Paraboloidul hiperbolic ¥’

Aceste tipuri de puncte se numesc puncte hiperbolice.

3. S& presupunem c& in punctul P € ¥ avem

214

si sa consideram urmatoarele doua cazuri:

(a) numai una dintre curburile principale este zero, de exemplu
k(P) # 051 ks(P) = 0.
Atunci, aproximarea patratica a suprafetei > in vecinatatea punctului P este
cilindrul parabolic

1
Z‘/:z:§-k1(P)-x2.

De aceea, in vecinatatea punctului P suprafata > arata ca o albie.
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0P k@0
- k,(P)=0
S S e e S \ «-“‘7
\ \ g/
*-—-~-—-~A;—-rj e,

Cilindrul parabolic ¥’
Aceste tipuri de puncte se numesc puncte parabolice.

(b) ambele curburi principale sunt zero, adica

Atunci, aproximarea patratica a suprafetei > in vecinatatea punctului P este

planul
¥iz=0,

ceea ce ne conduce la concluzia ca nu putem obtine nici o informatie despre
forma suprafetei ¥ in vecinatatea punctului P. Un asemenea punct se numeste
punct planar al suprafetei 3.

Observatia 6.5.3 Un punct P € ¥ este un punct planar al suprafetei 2 daca §i numai

daca
00
bp—<00>.

Exemplul 6.5.4 Sa se arate ca punctul O(0,0,0) este singurul punct planar al suprafetei
Yz =a— 3z’
Este evident ca avem ¥ = Imr, unde
r:R* = R3 r(u,v) = (u,v,u® — 3uv?),

i r(0,0) = 0(0,0,0).
Prin derwari partiale obtinem

ro = (1,0, 3u* — 3v?) sir, = (0,1, —6uv).
Deriwand in continuare, gasim
Tuw = (0,0,6u), 7y = (0,0, —6v) §i 7y, = (0,0, —6u).

Produsul vectorial al vectorilor r, sir, este

k
3(u? —v?) | = (—3(u* — v?), 6uv, 1)
—buv

Ty X Ty =

O = >
— O .

1ar norma acestuia este

|70 X 74| | = /1 + 36u202 + 9(u2 — v2)2.
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Prin urmare, versorul normal al suprafetei 3 este

U:i1 Sy Xy = L

[[r X 14| 1+ 36u0? 4+ 9(u? — v?)?

(=3(u? —v?), 6uv, 1).

Coeficientii celei de-a doua forme fundamentale sunt

L = (ryn, U) = Ou ,
V1 + 36u20? + 9(u? — v2)2
6
m = (Ty,U) = — -
V1 + 36uv? + 9(u? — v2)?
st
n = (ry,U)= Ou

- V1 +36uv? +9(u2 — v2)2’

adica a doua forma fundamentald a suprafeter Y este

b 6 _ < (T ) .
V1 + 36u2v? + 9(u? — v2)? —v —u
In concluzie, singurul punct planar al suprafetei ¥ este punctul 0(0,0,0).
Observatia 6.5.5 Punctul planar O(0,0,0) al suprafetei
¥z =2% — 3y’

este punctul de intdlnire a trei vai separate de trei dealur:.

Punctul de intalnire a trei vai separate de trei dealur:

Exemplul 6.5.6 Suprafata obtinuta prin rotirea in jurul axzei Oz a unui cerc situat in
planul xOz, de razd p > 0, gi centrat in punctul Cy(R,0,0), unde R > p, se numeste tor
circular. Torul circular este suprafata parametrizata T = Imr, unde aplicatia

r:(—mm) x (—m,7) — R?
este definita prin

r(u,v) = ((R+ pcosu)sinv, (R+ pcosu) cosv, psinu).
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Torul circular T

Vom studia in continuare care sunt punctele planare ale torului circular T. Prin

derivari partiale obtinem
Ty = (—psinusinv, —psinucos v, p cosu)

$t

ro = ((R+ pcosu)cosv,—(R+ pcosu)sinv,0).

Derwand in continuare, gasim
Twu = (—pcosusinv, —pcosucosv, —psinu),

Tww = (—psinucosv, psinusinv, 0)

§1
Tww = (—(R + pcosu)sinv, —(R + pcosu) cosv,

Produsul vectorial al vectorilor r, sir, este

i J
Tu X Ty = —psinusinv —psinu cosv
(R4 pcosu)cosv —(R+ pcosu)sinv

0).

k
pCosU
0

= [p(R+ pcosu)] - (cosusinv,cosucosv,sinu)

ar norma acestuia este
|70 X 7T|| = p(R + pcosu).

Prin urmare, versorul normal al torului circular T este

1

U=-———"[ry X1y = (cosusinv, cosucosv,sinu).

|7 X 7|
Coeficientii celei de-a doua forme fundamentale sunt
= (ry,U) =—p, m = (ry,,U)=0
$t
n = (ry, U) = —(R + pcosu) cosu,

adica a doua forma fundamentald a torului circular T este

b= " ¥
-\ 0 —(R+pcosu)cosu ) '

In concluzie, torul circular T nu are mici un punct planar.
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6.6 Geodezice pe o suprafata

Fiec: I CR — X, ¢(t) = r(u(t),v(t)), o curba pe suprafata parametrizata regulata
Y=Imr.

Definitia 6.6.1 Curba C =Im¢ se numeste geodezica a suprafetei > daca pentru fiecare

t € I planul osculator la curba W%z‘;)) contine versorul normal U(c(t)) al suprafetei X.

Propozitia 6.6.2 Ridicata curbei plane C' : v = v(u) pe suprafata ¥ = Imr este o
geodezica daca i numai daca functia v = v(u) verifica ecuatia diferentiala

dot N dv 49 dv N dv\ 2 N d?v y 0
€l [Ty To7—y Tuu Tw—>— Too | 7 Tv >, Tu Ty| = U
du du du du?

Demonstratie. Ridicata curbei plane C' pe suprafata ¥ = Im7 este curba in spatiu

C' =1Ime, unde ¢(u) = r(u,v(u)). Planul osculator WE%?CU)) este determinat de vectorii

c =Ty v i = Tyu + 2ruw—— v | vV o
c(u)y=ry+r si c(u) =ryy +2r +r I Ew

dv - dv dv\? d*v
du du

unde E(u) = dc/du si E(u) = d2¢/du®. Evident, curba C' = Im¢ este o geodezici pe
suprafata ¥ = Imr dacad si numai daca vectorii ¢(u), ¢(u) si U(u,v(u)) sunt coplanari.
Aceasta conditie este echivalenta cu

det [&(w), Eu), (ru x 1) (u,v(u))] ~0.

u
Fie C' =Im¢, &(t) = r(u(t),v(t)), t € [a, b], o curba pe suprafata parametrizata regula-
td X = Imr, care are capetele fixate c(a) = P(u = uj,v = v1) si ¢(b) = Q(u = uz, v = vy).

Teorema 6.6.3 Daca curba C reprezintd drumul cel mai scurt dintre punctele P gi Q
pe suprafata o (i.e. curba C are lungimea minima), atunci curba C' este o geodezica pe
suprafata 3.

Demonstratie. Lungimea curbei C = Im? este datd de formula
L@ = [ 1Rl = [/ (ze.z0)ar
unde E(t) = dc/dt.

Sa consideram pe suprafata X o variatie locala arbitrara a curbei C', definita de familia

de curbe (55) Cen’ unde € > 0, cu proprietatile:
se€(—e,e

1. Cy =Imc,, &(t) = r(us(t),vs(t)), t € [a,b], s € (—¢,¢);
2. 50 = ’CVY;
3. ¢s(a) = Pgics(b)=Q,V s € (—¢¢).
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In acest context, lungimile curbelor 5'5 sunt determinate de functia

()™ (G = /ab , /<’58(t),58(t)>dt,

unde f : (—¢,e) — Ry si ¢(t) = dé,/dt. Evident, daci C' = Cy este curba care mini-
mizeaza distanta dintre P si () pe suprafata ¥, atunci avem

_ 4

ro=5 =0

s=0

adicd s = 0 este un punct critic al functiei f. Derivand functia f(s) in raport cu para-
metrul s, obtinem

fl(s) = %[L(@)] 2%[/: <E;(t),é;(t)>dt =

unde, in calcule, am folosit proprietatile produsului scalar si formula dublului produs
vectorial. Rezulta ca avem

, b <(E’(t) x é(t)) x (1), V(t)>

unde vectorul 5
Cs
V(t) = —=(1)
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are proprietatea V(a) = V(b) = 0.
Deoarece variatia de curbe C; este arbitrara (si deci vectorul V(¢) este arbitrar),
deducem ca avem urmatoarele echivalente:

ﬂsz@«aﬂxﬁﬂan:ﬁ@

E(t) X E(t) este coliniar cu E(t)

Din cauzi ci vectorul ¢(t) apartine planului tangent T4 X, rezulta ca vectorul t) x c(t)
este perpendicular pe versorul normal U(¢(t)), adica avem

@mxamU@m>=m:@mxam[mxm@mwza

Aceasta ultima conditie este echivalenta cu conditia ca curba C si fie geodezica pe
suprafata >. m

Observatia 6.6.4 Este important de subliniat faptul ca daca drumul cel mai scurt dintre
doua puncte distincte ale unei suprafete Y este o intotdeauna o geodezica, reciproca nu
este insa adevaratd. Cu alte cuvinte, o geodezica nu reprezintd neaparat drumul cel mai
scurt dintre cele doua puncte. Geodezicele care minimizeaza drumul dintre doua puncte
se numesc geodezice minimale.

Exemplul 6.6.5 Vom arata ca geodezicele unui plan sunt dreptele situate in acel plan.
Sa consideram un plan w de ecuatie z = ax + by + ¢, unde a,b,c € R. Rezulta ca avem
planul parametrizat m = Imr, unde r(u,v) = (u,v,au + bv + ¢). Deducem ci ecuatia
diferentiala a geodezicelor planului w este

dv dv

1 o a+b@ i

o v d :0<:>(1+a2+b2)~%20.
du? du?

—a —b 1

Integrdand, gasim ca geodezicele planului sunt ridicatele curbelor plane
Cop:v=oau+f,
unde o, 8 € R. Cu alte cuvinte, geodezicele planului m sunt curbele in spatiu
Cap(u) = (u,au+ B, [a+ ablu+ b3 + c).
Aceste curbe (geodezice) sunt exact dreptele de ecuatii implicite
0oy { y=oar+p
’ z=uaxr+by+c.

Deoarece prin doua puncte distincte ale planului w trece o unica dreapta din familia de
geodezice do 3, deducem ca drumul cel mai scurt dintre cele doud puncte este segmentul
de dreapta din planul 7, care uneste acele puncte.
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6.7 Probleme rezolvate

1. Sa se parametrizeze pseudosfera definita implicit de ecuatia

|
Yiz=—/1—-22—9y2—In ‘ y, 22 +y*€ (0,1, 2z>0.

Rezolvare. Deoarece 2 + y* € (0, 1], putem lua 22 + y* = cos?u, u € [0,7/2).
Deducem cd avem x = cosucosv, y = cosusinv, v € [0,27). Prin calcul, gdsim

z=—sinu—In [tan <E —E)}
N 4 2/1

In concluzie, pseudosfera ¥ poate fi privitd ca suprafata parametrizati ¥ = Imr,
unde 7 : [0, 7/2) x [0,27)— R?,

. . T U
r(u,v) = (cosucosv,cosusmv, —sinu — In [tan (Z — 5)]) ,
cu conditia
sinu + In [tan <E — E)} <0
4 2 '

2. Sa se determine ecuatiile carteziene implicite ale suprafetelor parametrizate:
(a) ¥y =Imry, ri(u,v) = (u+v,u—v,uw), (u,v) € R?

(b) 3o =Imry, ra(u,v) = (u+sinv, u + cosv,u), (u,v) € R%

(c) X3 =TImrs, r3:[(0,2m)\{r}] x (=1/2,1/2) — R3, unde

r3(u,v) = (cosu —I—vcosucos—,smu+vsmucos—,sm—) .
2 2 2

Rezolvare. (a) Deoarece x = u + v gi y = u — v, deducem ca

77)_
2 2

r+y r—y
U= .

Rezulta ca suprafata Y este descrisa de ecuatia carteziana implicita

2 2
Elzzzx 4y <:>21:x2—y2:4z.

Cu alte cuvinte, suprafata >; este un paraboloid hiperbolic.

(b) Este evident cad © — z = sinwv §i y — 2 = cosv. Prin urmare, suprafata 3, este
cilindrul eliptic (prin reducerea la forma canonicd a cuadricei):

Yo (r—2)2 4+ (y—2)*=1.

(c¢) Deoarece avem z = sin(u/2), rezultd ci urmitoarele relatii sunt adevarate:
cos(u/2) = £/1 — 22, cosu = 1 — 222 gi sinu = £22v/1 — 22. Aceasta inseamna c&

r=(1-222)1%£vV1-22), y=422v/1—22(1FvV1—22).
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Prin eliminarea parametrului v obtinem ecuatia carteziana implicita
N 4272 (1 - 2%) = y°(1 — 22%)%,

unde z € (—1,1)\{0,+v2/2} si

T Y 1 1
= 1—=V1—2214+-V1-22).
1 —22% 2z\/1—226( 2 R z)

Cazurile de exceptie z = £1/2/2 se trateazi separat. m

Sa se determine planul tangent si normala la suprafata, in urmatoarele cazuri:

(a) X1 : 2 =23+ 93 in punctul P(1,2,9);

(%

(b) Yo :x =we’, y =ue", z=4uv, unde u # 0, in punctul P(u = 2,v = 0).

Rezolvare. (a) Deoarece avem f(x,y,z) = z3 + y> — 2, prin deriviri partiale,
deducem ca

grad(f)(z,y,z) = (3z% 3y*, —1).

Prin urmare, obtinem grad(f)(P) = (3,12,—1). In concluzie, ecuatia planului
tangent este
Tpd :3x+ 12y — z — 18 = 0,

iar ecuatia dreptei normale are expresia

(b) Avem r(u,v) = (ue’,ue ", 4uv). Rezultd ca punctul P(u = 2,v = 0) are
coordonatele carteziene P(2,2,0). Prin derivari partiale, deducem ca

v

ro = (e¥,e7 4v), 1, = (ue’, —ue™" 4u).

Deoarece 1,(P) = (1,1,0) si r,(P) = (2, —2,8), gisim cd normala in P la suprafata
Yo este

—

Tu(P) x 7,(P) = —8i —8j — 4k = (8, -8, —4).

DN = .
co ©

-2
In concluzie, ecuatia planului tangent este
TpX:2x —2y —2=0,

iar ecuatia dreptei normale are expresia

SUPRAFETE



4. Sa se scrie ecuatiile planelor tangente si ale dreptelor normale la cuadrica
Yiay+22—-2=0,
in punctele ei de intersectie cu axa Oz si in punctul A(—1,—1,1).
Rezolvare. Derivatele partiale ale functiei care defineste cuadrica ¥ sunt:
f$<xvy7 Z) = y? fy(xvya Z) =, fZ<':C7y7 Z) = 22,
si, prin urmare, avem
grad(f)(z,y,z) = (y,z,2z).
Luand z = y = 0, deducem ca punctele de intersectie ale cuadricei ¥ cu axa Oz
sunt: P(0,0,/2) si Q(0,0, —v/2). Avem atunci urmstorii gradient;:
g’l“(ld(f)(P) = (0>0> 2\/5)7 grad(f)(Q) = (0’ 07 _2\/§)a

grad(f)(A) = (-1,-1,2).

In concluzie, ecuatiile planelor tangente si a normalelor cerute sunt:
TpY 2 —V2=0, ToX:2+V2=0, TyX:x+y—2z+4=0.

=0

z=0 x+1 y+1 z-1
y =0, B B '

NQE:{yZO, NAEZ 1 1 9

NpX: {
|
5. Sa se calculeze aria torului circular > = Imr, de raze R > p > 0, definit de
r(u,v) = ((R+ pcosu) cosv, (R + pcosu)sinv, psinu),
unde (u,v) € (0,2m) x (0, 2m).

Rezolvare. Sa calculam prima forma fundamentala a torului circular ¥ = Im7.
Prin derivari partiale, obtinem

re = (—psinucosv, —psinusinv, pcosu),
Ty = (—(R 4+ pcosu)sinv, (R+ pcosu) cosv,0).

Prin urmare, coeficientii primei forme fundamentale a torului circular sunt £ = p?,
F =0si G=(R+ pcosu)? Determinantul primei forme fundamentale

g 0 (R+ pcosu)?

este det g = [p(R+ pcosu))?. In concluzie, aria torului circular ¥ se calculeazi dupi
formula

AX) = // p(R + pcosu)dudv =
(0,27) % (0,27)

2m 2m
= p/ (/ (R+pcosu)dv) du =
0 0

2
= 27Tp/ (R + pcosu)du = 2mp(Ru + psinu)|5™ = 47°Rp.
0
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6. Sa se arate ca suprafata X = Imr, unde
rRA\{(u,v)| u=v} =R 7r(u,v) = (u+v,uv,ud+ v,

contine numai puncte hiperbolice.

Rezolvare. In urma calculelor, gasim ca prima forma fundamentala a suprafetei >
este

(1407 + 9t 1+ uw + uPe?
T\ T+uww+9u*? 1+ u? + 9ot

A doua forma fundamentald a suprafetei > are expresia

b— + 3 ( 2u u—i—v)
\/1+9(u+v)2+9(u2+uv+v2)2 u+v 20 '

unde semnul ” +” apare cand u > v, iar semnul 7 —” apare cand u < v. In concluzie,
curbura Gauss a suprafetei Y are valoarea
_detb -9

" detg [14+9(u+v)? + 9(u? + uv + v?)?]?

Deoarece K(P) < 0,V P € X, deducem ca suprafata ¥ contine numai puncte
hiperbolice. m

7. Sa se determine punctele ombilicale ale suprafetei Titeica X : zyz = 1 gi sa se
calculeze curburile principale in aceste puncte.

Rezolvare. Parametrizam suprafata Titeica ¥ : zyz = 1 cu ajutorul aplicatiei
r: R\{(u,v) | uv =0} — R3 unde

r(u, v) = <uvu—1v) |

Prin calcul, deducem ca formele fundamentale ale suprafetei Titeica au expresiile

1 1
L+ utv? udv3
g g
1 1
v’ u2vt
si
2
=
B 1 U
C VuRt Fu + 02 ) 2u
v
Conditia ca un punct P = r(u,v) € X si fie ombilical este ca
I(P) _m(P) n(P)
E(P) ~ F(P)  G(P)
2v 2u
R
1 1 1
I+ 53 1t 5
utv udv u?v
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Cu alte cuvinte, in urma calculelor, trebuie sa avem u?v? = u*v? Cu alte

= 1.
cuvinte, avem patru puncte ombilicale pe suprafata Titeica: P(u = —1,v = —1),
Qu=-1,v=1), Rlu=1,v=—-1)si S(u=1,v=1). Este evident ci

o) =a9)= (T 5 ) ur=us = (7 5),

ﬂ@zﬂMZ(fl?)’M@:Mngé(?-;)'

Aplicatiile Weingarten in aceste patru puncte sunt L(P) = L(S) = (1/v/3)I; si
L(Q) = L(R) = —(1/+/3) 1. Prin urmare, curburile principale in aceste puncte sunt
valorile proprii ale aplicatiilor Weigarten, adica avem

_ 1
=75
K1(Q) = K3(Q) = K1(R) = K3(R) = —

Ki(P) = K»(P) = K1(5) = K2(95)

=l

[ ]
8. Sa se gasesca suprafetele ¥ = Imr, unde
r:RA\{(0,v) | v € R} — R,

r(u,v) = (ucosv,usinv, f(u)), f € C*(R*),
care sunt minimale.

Rezolvare. Formele fundamentale ale suprafetei de rotatie ¥ sunt

(0 8) s ()

unde f’(u) (respectiv f”(u)) reprezintd derivata de ordinul intai (respectiv al doilea)
a functiei necunoscute f, iar semnele ” +” apar dupa cazurile u > 0 si u < 0. Expresia
aplicatiei lui Weingarten

_ 1 uf” 0

_ 1p

L—g b—i—u(l—l—f,Z)?’/Z( 0 f/(1+f/2) )
conduce la curbura medie

1 1 ouf'+ f/(1+ f?)
H = 3 - Trace(L) = ia . u(l+ f2)3/2

In concluzie, suprafata ¥ este minimald dac# si numai dacs
uf"+ f(1+ %) =0,

Notéand acum f'(u) = g(u), deducem ca ecuatia diferentiald anterioara se rescrie

ug'(u) = —g(1+ g?) & ——— ﬁwozl

g(1+ g2 u’
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Prin integrare, in urma calculelor, gasim

241 1
g ;L =C* e f=¢g=t————  C>0.
Y Ol 1
us — E
In final, din nou prin integrare, obtinem
1 N 1
f(u):jza-ln u+ju o +In Cf,

unde C,Cy > 0. m

Sa se arate ca pseudosfera > = Imr, unde
T (O,g) xR — R3,

. : T
r(u,v) = (cosucos v, cosusinv, sinu — In [tan (Z + 5)]) ,

este un spatiu cu curbura constanta negativa.
Rezolvare. Prin calcul, deducem ca pseudosfera > = Imr este caracterizata de
urmétorii coeficienti ai primei forme fundamentale: £ = tan?u, F' = 0si G = cos? u.

Coeficientii celei de a-II-a forme fundamentale a pseudosferei sunt [ = tanu, m = 0

si n = —sinwucosu. In concluzie, curbura Gauss a pseudosferei Y are valoarea
In —m?
K=——%5=-1
EG - F
[ ]

Sa se demonstreze ca o suprafata > este un plan daca si numai daca a doua forma
fundamentala a suprafetei este identic nula.

Rezolvare. ” = 7 Daca planul 7 : Ax + By + C'z + D = 0 este imaginea parame-
trizarii

r(u,v) = [ u,v —D— Au— Bu
9 - y Y C 9

unde C # 0 si (u,v) € R?, atunci, prin calcul, deducem ci [ = m =n = 0.

7«7 Sa presupunem acum ca [ = m = n = 0 pentru orice punct al unei suprafetei

Y. Atunci avem ou
l=(ru,U)=—(rw—--)=0,
() == (51 )

Ty X T y .
unde U = ————— este versorul normal la suprafatd. Deducem ci avem
|70 X 1|
ou
— 1L 7y,
du

Analog, avem

ou ou
m = <TuvaU> - <Tua %> - <rv> %> - 0>
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adicd

Z—U L ory s ZU 1L r,
Din relatia
oU
n = (ry,U) <7“v,a >—0
obtinem ca
oU
— 1,
ov "

Dacd tinem cont acum ca avem si egalitdtile (pe care le obtinem prin derivarea
relatiei (U,U) = 1)

(050)=(v5 ) =0e G Lusig Ly,

ou ov ou ov
conchidem ca
v _ov
ou v

Cu alte cuvinte, versorul normal U este un vector constant (nu depinde de punctul
de pe suprafatd). Fie acum Py = r(ug, vg) un punct fixat pe suprafata ¥ = Imr si
fie P = r(u,v) un punct arbitrar al suprafetei. S& notam p = (P — Py, U). Evident,
prin derivari partiale ale functiei p, gasim

9 _

9 —<ru,U):O§i@:<rv,U):O,

ov
adica p = C' =constant. Luand P = F,, gasim C' = 0, adica

(P—P,U)=0, YVPeY,

Aceasta nu inseamna altceva decat ca ecuatia suprafetei X este ecuatia vectoriala a
unui plan de normala U. m

11. Se considera suprafata cilindrica circulara > = Imr, unde
r:R* = R3 r(u,v) = (cosu,sinu,v).

Sa se determine geodezicele cilindrului X.

Rezolvare. Prin derivari partiale succesive, gasim

ry = (—sinu, cosu,0), ro = (0,0,1),
Tuuw = (- COSU’ — Sinu,O), Tuv = Tyw = (07 07 O)

Rezulta cd, in urma calculelor, obtinem r, X r, = (cosu,sinu,0). Mai departe,

obtinem
Ty + 71 dv sin u, cos u dv
u v = —=s1 ’ y 7]
du du
Lo dv N dv\? N d?v . d?v
Tuu Tww—— "+ Tow | =— ro—s = | —cosu, —sinu, — | .
du du du? du?
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si
dv dv )

du (du) 2 d*u
Ty + 2Tuv_ + Ty | 5 + Ty =

du du . du
Ty + Ty— = ——smu,d—cosu,l ,

dv dv dv?

du\ 2 du du\? ) d*u
= | = = cosu—ﬁsmu,— o smu%—ﬁcosu,o .

In aceste conditii, avem:

(a) Ecuatia diferentiala a geodezicelor cilindrului 3, care au forma

Cy v =v(u),
este
) dv
—sinw  cosu @ —
du P2
v
) v | =0 — =0.
—cosu —sInu —— du?
du
CcoS U sinu 0

Rezolvand ecuatia anterioara, deducem ca
v(u)=au+b, abeR.
Cu alte cuvinte, o familie de geodezice ale cilindrului ¥ sunt curbele
c(t) =r(t,v(t)) = (cost,sint,at +b), te€R.

i. Daca a # 0, curbura gi torsiunea curbei C; = Im¢; sunt

ki(t) = = constanta pozitivd, V t € R,

a?+1

T1(t) = ol constantd nenula, V t € R.

Cu alte cuvinte, C; este o elice circulara.
ii. Daca a = 0, atunci 'y este un cerc de razd p = 1, de ecuatii:

z =0,
unde b € R este fixat arbitrar.

(b) Ecuatia diferentiald a geodezicelor cilindrului ¥, care au forma

Cy :u = u(v),
este
—@ sin u d_u COS U 1
dv dv
du\ 2 d*u du\? d?u =0
—|— ) cosu——sinu —|(— | sinu+——cosu O )
dv dv? dv dv?
COS U sin u 0
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Ecuatia de mai sus este echivalenta cu ecuatia

d*u
2% o
dv? ’

a carei solutie este
uv)=av+ 5, «o,f€eR.

Cu alte cuvinte, o alta familie de geodezice ale cilindrului - sunt curbele
Co(t) = r(u(t),t) = (cos (at + ) ,sin (at + ) ,t), teR.

i. Daca o # 0, curbura si torsiunea curbei Cy = Im ¢y sunt

2
o
ko(t) = 1= constantd pozitiva, V t € R,

Tg(t) =

Cu alte cuvinte, C5 este o elice circulara.

1 constanta nenula, V ¢ € R.
o

ii. Daca o = 0, atunci C5 este dreapta de ecuatii parametrice

x = cosf
Yy =sin
z=1t, teR,

unde [ € R este fixat arbitrar.
In concluzie, geodezicele cilindrului ¥ : 2% + y? = 1 sunt de trei tipuri:

(a) elice circulare situate pe cilindru;

(b) cercuri de raza p = 1, cu centrul pe axa Oz si situate in plane paralele cu
planul xOy;

(c) drepte paralele cu axa Oz, care sunt situate pe cilindrul ¥ (ele reprezinta
generatoarele cilindrului). m

6.8 Probleme propuse

1. Sa se determine ecuatiile carteziene implicite ale suprafetelor parametrizate:
(a) — elicoidul drept: ¥; = Imry, unde r; : R? — R3,
r1(u,v) = (ucosv,usinv,v);
(b) — catenoidul: ¥ = Imry, unde 75 : (1,00) x [0,27) — R3,

ro(u,v) = (ucosv,usinv,ln (u+ Vu? — 1)) :
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R. (a) Z;\{(z,0,k7) |z e R, k € Z} : xsinz — ycos z = 0;

(b) 22izzhﬂ(\/fc“ry”\/fc’“rzﬂ—1>, 24y > 1

S& se arate cd suprafata ¥ = Im7r, 7 : R x R* — R3,

( 1 1 2u)
r(u,v)=u+—u——,— |,
v

v v
este dublu riglata.

R. Suprafata parametrizata > = Imr este paraboloidul hiperbolic (suprafatd dublu
riglatd) de ecuatie ¥ : 2% —y? =22, x #y.

Sa se determine punctele de pe elipsoidul
Y322+ 27+ 22 —-9=0,
in care normalele la suprafata sunt paralele cu dreapta

r+2 y+1 z-1
3 -2 =27

R. Pi(—1,1,2) si Py(1, -1, -2).

d:

Fie suprafata ¥ : 23 +12+ 23 = R3, unde R > 0. Fie punctul M (a, b, ¢) pe suprafata
>, unde a,b,c > 0.

(a) S& se scrie ecuatia planului tangent si a dreptei normale in M la ¥;

(b) Sa se giseasca locul geometric descris de punctul M cand planul tangent trece
prin punctul fix N(1,1,1);

(¢) Dacd A, B si C' sunt punctele in care planul tangent in M la ¥ intersecteazi
axele Ox, Oy si Oz, sa se demonstreze egalitatea

a b c

- + = 1.
oAl lloB]| — [oc]]

r—a -b z—c
R. (a) TyX : a®x + b’y + *z — R* =0, NyX : —; S = ;

a b? c?
(b) Locul geometric este curba situata la intersectia surafetei 3 cu sfera centrata in
originea 0(0,0,0) si de razi RvVR > 0, care are ecuatia

2 +y*+ 2" =R

(c) Avem A(R3/a?0,0), B(0, R?/b*,0) si C(0,0, R®/c*). Relatia cerutd este acum
imediata.

. Fie suprafata parametrizati ¥ = Imr, unde r : R* x R — R?,

r(u,v) = (ucosv, usinv, Rsin2v), R € R".

Fie punctul M(u = a,v = b) pe suprafata ¥ = Imr, unde a € R*, b € R.
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(a) S& se scrie ecuatiile planului tangent si dreptei normale in M la 3

(b) S4& se gdseascd ecuatiile curbei de intersectie dintre suprafata ¥ si planul tangent
in punctul M;

(c) Sa se studieze natura acestei curbe pentru b = 0 si a > 0. In ce caz este ea un
cerc?

R. (a) TiX : (2Rsinbcos2b) - v — (2R cosbcos2b) -y +a -z — aRsin2b = 0,

NS r—acosb  y—asinb  z— Rsin2b
M= oRsinbcos2b  —2Rcosbcos2b a ’
2Rxy

(b) Ecuatia implicita a suprafetei este ¥ : z = (z,y) # (0,0). Rezulta ca

z? 4 y?’
ecuatiile implicite ale curbei cautate sunt
(2Rsinbcos2b) - x — (2Rcosbcos2b) -y +a-z —aRsin2b =0
Cap: 2Rxy
=5 5 ('Tvy) % (070)

a2 4 y?’

(c¢) Luand b = 0 i a > 0, curba de intersectie are ecuatiile

—2Ry+az =0
Cap 2Rxy
Z= mv (z,y) # (0,0),

care reprezinta reuniunea dintre axa Ox si curba plana

2R
ZZTy
C:
(ot et
2) TV T

din care se scoate originea 0(0,0,0). O parametrizare a curbei plane C este datd de

c(t) = (g + g cost, % sin t, Rsint) :

Deoarece curbura curbei C este
2( .2 4 R2
k(1) = a*(a® + ) ’
2(a? + 4R? cos? t)3/2

adica este neconstanta, rezulta ca curba C nu este niciodata un cerc.

6. S& se calculeze aria conului circular ¥ : y? 4 22 = 22, unde 0 < 22 + 9% < 1.

R. Parametrizam conul circular . Luand z = u, u € R, deducem ca y = ucosv si
z =wusinv, v € [0,27]. In concluzie, avem suprafata parametrizatd > = Imr, unde

r(u,v) = (u,ucosv,usinv),

a cdrei prima forma fundamentald este

(2 0
9=\ o 2 )
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Deoarece din relatia 0 < 22 + y? < 1 deducem c& u € [—+/2/2,/2/2]\{0}, rezultd
ca aria conului circular ¥ se calculeaza dupa formula

AZ) =2 / /( o (\/§u> dudv = 2v/2 /0 B ( /0 " udv) du

3
lo*

No
:47T\/§/ i udu:27r\/§-u2 :7r\/§.
0

Sa se calculeze formele fundamentale ale suprafeter Monge > = Imr, unde
r(u,v) = (u,v, f(u,v)), (u,v) € R?,

stiind & f € C*(R?).

R. Formele fundamentale ale suprafetei Monge ¥ = Imr, sunt

fufo 1+ f2 )7 VI P2+ 2\ fw fow )
unde fu, fo, fuu, fuv Si for sunt derivatele partiale de ordinul intai (respectiv al
doilea) ale functiei f.

Sa se gaseasca punctele ombilicale ale elipsoidului
T B
E'§+ﬁ+§_1_07 a>b>c>0.

R. Daca consideram parametrizarea © = acosusinv, y = bsinusinv, z = ccoswv,
unde (u,v) € [0,27) x (0, 7), gdsim patru puncte ombilicale:

@2 — 12 2 _ 12
Piosa (j:a\/ 22 02’0’ Ty 2 a2> ;

Fie suprafata Titeica ¥ : zyz = 1. Sa se demonstreze ca exista un punct fix Fy din
spatiu, care are proprietatea
K(P)
[d(P0> TPZ)]4

= constant, V P €3,

unde K este curbura Gauss a suprafetei Titeica.

R. Luam punctul F, exact originea O(0,0,0) a sistemului de axe. Atunci avem

K(P) 1

————=— VPel.
d(O,TpX))* 27’
Sa se arate ca punctele planare ale suprafetei
Yixdy=2>

sunt punctele de pe dreapta d: x+y =0, z = 0.
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11. Sa se studieze natura punctelor suprafetei ¥ = Imr, unde
r: [R\{1}] x (0,27) — R?,
r(u,v) = ((1 —u)cosv, (1 —u)sinv, u).
R. Toate punctele suprafetei 3 = Imr sunt parabolice.
12. Sa se calculeze curburile principale ale urmatoarelor suprafete definite explicit:
(a) Xy :z=¢e"V —1;

(b) ¥3: 2z =In(cosz) —In(cosy), cosz > 0sicosy > 0;
(c) ¥3: 2= (z+3y)

26u+v

[1 + 2e2(utv)]3/?

R. (a) k' =0, k) =

V(1 + tan?u)(1 + tan?v)
1 + tan®u + tan?v
60(u + 3v)

[1+90(u + 3v)4**

(b) ki3 =+

(©) KF =0, 13" =

13. Sa se calculeze curbura medie a suprafetei ¥ = Imr, unde
r+[(0,2m)\{7}] x (0,27) — R,

r(u,v) = (sinwucos v, sinusinv, 2 cosu).

R. Curbura medie a suprafetei 3 este

2 4+ 3sin®u < (0.7)
7o (14 3sin®u)3/2’ " o
B 2 + 3sin’
Tosinu u € (m,2m).

(14 3sin®u)3/2’
14. Sa se demonstreze ca suprafata lui Enneper ¥ = Imr, unde

r:R? - R3,
3 V3

u
r(u,v) = (u—§+uv2,v—§+u2v,u2—v2)

este o suprafatd minimala.

R. In urma calculelor, deducem ci avem IG — 2mF +nE = 0, ceea ce inseamns ci
H = 0. Cu alte cuvinte, suprafata lui Enneper este o suprafata minimala.

15. S& se determine functia F' € C?(R) astfel incat suprafata
Z:z:F(y), x40,
x

s fie minimala.

R. F(t) = Cy + C - arctant, unde C; € R, C' > 0.

PROBLEME PROPUSE 233



16.

17.

234

Sa se demonstreze ca o suprafata regulata Y are toate punctele ombilicale daca si
numai daca este o sfera.

R. Am demonstrat la sectiunea Probleme Rezolvate ca sfera are toate punctele om-
bilicale. Reciproc, sa presupunem ca toate punctele unei suprafete ¥ sunt ombilicale,
adica avem E F G

—=—=—=0a(u,v) #0
l m n
pentru orice punct al suprafetei. Vom arata pentru inceput ca a = a, unde a € R

este constantd. Cum avem

l— _(p 0UN U U U
- Tus ou , M= Tus v - Ty, ou ,y = Ty, ava

I‘ezulta- ca
Ty + o —, Ty - 0 Si Ty + o ——,T — O
au ’ : au Y ’

Aceste egalitati implica
Ty + o ol _ 0

In caz contrar, vectorul r, + o - OU /Ou ar fi coliniar cu normala, ceea ce este absurd
(deoarece el se afli in planul tangent). Analog, obtinem

Ty + o G_U =0

! o
Daca derivam acum functia vectoriala r, + « - OU/Ou in raport cu v si functia
Ty + - OU/Ov in raport cu u, deducem egalitatea

da U _oa U
ou ov  Ov Ou
sau, echivalent,

O O

% Ty = % *Tu-
Daca da/0u si 894/ Ov ar fi nenuli, atunci r, si r, ar fi coliniari, ceea ce implica
U = 0 (absurd!). In concluzie, avem da/0u = da/Ov = 0, adicd o = a, unde a € R.

Integrand acum relatiile r,, + a - 0U/0u =0 i r, + a - OU /v, gasim
r=ro—a-U,

unde ry este o constantd de integrare si ||U(u,v)|| = 1. Aceasta este ecuatia para-
metrica a sferei de raza R = |a| si centru Py = ry.

Se considerd suprafata ¥ = Imr, unde 7 : R*\{(1,1)} — R3,

T(uv)—— 2—|—U UZ-'-U’U/U
’ 2 ’ 2 ’ )
Sa se arate ca:

(a) Binormalele ridicatei curbei C : v = vg, unde vy € R, sunt paralele cu un plan
fix din spatiu;
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(b) Ridicata curbei plane C5 : u = v este o curba plana pe suprafata 3.

R. (a) Ridicata curbei C : v = vg, unde vy € R, este curba

~ t2 Vg
Cl(t): §+UO’E+t’tUO s

care are versorul binormal constant
1
By(t) = ——— - (0.0, —1).
V1t
Prin urmare, toate binormalele sunt paralele cu planul fix 7 : y + vgz = 0.

(b) Ridicata curbei Cy : u = v este curba

t2 t2 )
Ct) = =+t,—+1,t
0= (S5 ree),
care are imaginea inclusa in planul 7 : x —y = 0.

18. Sa se arate ca geodezicele sferei sunt exact cercurile sale ecuatoriale.

R. Fie sfera parametrizata > = Imr, unde

r:(0,2m) X (—g,g) — R3,

r(u,v) = (Rcosucosv, Rsinucosv, Rsinv), R > 0.

Atunci, printr-un calcul laborios, deducem céa ecuatia diferentiald a geodezicelor

sferei este , )
d d
(cosv) - d—ug + 2 (sinw) (%) + sinvcos®v = 0.

Prin urmare, geodezicele sferei sunt curbele in spatiu de forma
¢(u) = (Rcosucosv(u), Rsinucosv(u), Rsinv(u)),

unde functia v(u) este solutie a ecuatiei de mai sus a geodezicelor.

In continuare, folosind ecuatia geodezicelor, o serie de calcule extrem de laborioase
arata ca aceste geodezice (ca gi curbe in spatiu) au curbura constanta k = 1/R > 0
si torsiunea constant nula 7 = 0. Cu alte cuvinte, ele sunt cercuri ecuatoriale.

Observatie. Avand doud puncte arbitrare distincte P gi () pe o sfera, atunci, prin
aceste doua puncte trece un unic cerc ecuatorial. Prin urmare, prin cele doua puncte
distincte trec dousi arce de geodezicii: un arc "mic" si unul "mare". In concluzie,
geodezica minimala care trece prin punctele P si () este arcul "mic" al cercului
ecuatorial situat la intersectia dintre sfera si planul determinat de P, @) si centrul
sferei.
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